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Forord

Vi gnsker a uttrykke var dypeste takknemlighet til alle som har bidratt til at denne mas-
teroppgaven ble til. Det har veert en spennende og leererik prosess, og uten stgtten og
veiledningen fra flere hold, ville dette arbeidet ikke ha veaert mulig.

Fgrst og fremst er vi takknemlige for veiledningen fra Jorunn Reinhardtsen og

Kristina Markussen Raen, vare veiledere. Deres faglige dyktighet, engasjement og talmo-
dighet har veert essensielt gjennom hele prosessen med oppgaveskrivingen, og deres
evne til a veilede oss, utfordre vare antagelser og inspirere til dypere forstaelse har veert
fundamentalt for denne oppgaven.

Vi takker ogsa vare medstudenter for verdifulle diskusjoner, tilbakemeldinger, pauser
og latter som har beriket vart arbeid. Deres perspektiver har vert en viktig del av var
leeringsprosess.

En spesiell takk gar til vare familier og venner, som har vist stor forstdelse og stgtte
gjennom hele masterperioden. Deres oppmuntring har veert uvurderlig pa de mest kre-

vende tidspunktene i prosjektet.

Vi vil ogsa takke Julie Kogstad, Konstantina Kaloutsi og Anders Wiik, deres bidrag og
stgtte har vert avgjgrende for giennomfgringen av denne forskningen.

Denne oppgaven er dedikert til alle engasjerte leerere som daglig arbeider for a utdanne
og inspirere unge sinn. Deres innsats og engasjement fortjener stor anerkjennelse.

Universitetet i Agder, 07.05.2024

Arya Ershadi og Hallvard Arntzen Foss
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Sammendrag

Det 4 kunne argumentere er en kompetanse som blir mer og mer viktig i en digitaltidsal-
der. Resonnering og argumentasjon ble i 2020 innfgrt som et eget kjerneelement i leere-
planen (LK20). Matematisk argumentasjon handler ikke bare om a konstruere argumen-
ter og bevis, men ogsa om a bedgmme dem. Derfor har vi hatt som mal for denne oppga-
ven a fa mer kunnskap om hvordan kriterier lektorstudenter anvender nar de bedgm-
mer argumentasjon.

Vi har utfgrt en kvalitativ casestudie ved a undersgke hvordan 1.ars-lektorstudenter i
matematikk bedgmmer argumentasjonen i besvarelser. Dette ble ved a gjennomfgre
gruppeintervjuer av tre grupper med studenter som tar et matematisk emne som om-
handler kjerneelementer resonnering og argumentasjon. Gjennom en kvalitativ inn-
holdsanalyse videreutviklet vi et kategoriseringsskjema av Liu et al. (2015), og benyttet
dette til 4 analysere utsagnene til studentene.

Det som kom frem av analysen var at studentene hadde forutinntatte holdninger til bru-
ken av ulike representasjonsformer. Det viste seg ogsa at studentene ofte benyttet gra-
den av generalisering i besvarelsen, og til tider i oppgaver der det ikke hadde betydning.
Vi sa ogsa hvordan studentenes matematiske forkunnskaper pavirker hvilke kriterier de
stiller til argumentasjonen. Her sa vi bade at studentene etterspurte mer forklarende ar-
gumenter der dem selv ikke er sikre pa matematikken, og der to argumenter er like gyl-
dige velger de det som krever lavest niva av forkunnskaper.
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Summary

The ability to argue effectively is a skill that is becoming increasingly important in the
digital age. Reasoning and argumentation were introduced as a core element in the cur-
riculum (LK20) in 2020. Mathematical argumentation involves not only constructing ar-
guments and proofs but also evaluating them. Therefore, the aim of this thesis has been
to gain more knowledge about the criteria used by mathematics education students
when assessing argumentation.

We conducted a qualitative case study by examining how first-year mathematics educa-
tion students evaluate the argumentation in solutions. This was done by conducting
group interviews with three groups of students taking a mathematics course that fo-
cuses on the core elements of reasoning and argumentation. Through qualitative content
analysis, we further developed a categorization schema from Liu et al. (2015) and used
this to analyze the students' statements.

The analysis revealed that students had preconceived attitudes towards the use of dif-
ferent representation forms. It also showed that students often used the degree of gen-
eralization in the solutions, sometimes in tasks where it did not matter. We also ob-
served how students' prior mathematical knowledge affects the criteria they apply to
the argumentation. We found that students requested more explanatory arguments
when they were unsure about the mathematics, and when two arguments were equally
valid, they chose the one that required the lowest level of prior knowledge.
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1 Innledning

Samfunnet i dag er i rask utvikling med stadig nye digitale verktgy som kan hjelpe ossi a
lgse problemer innen matematikk. Dette kan veere digitale verktgy som graftegner, CAS,
programmering eller KI. Dette har gjort at elevene ikke trenger de samme ferdighetene
som tidligere for d 1gse matematiske problemer. Dermed er det ferdigheter som blir
mindre relevante, mens det er andre som det blir et stgrre behov for. Med bakgrunn i
denne utviklingen ble det utarbeidet kjerneelementer i den nye leererplanen som frem-
hever hvilke kompetanser en gnsker at elevene skal beherske for 8 mgte utfordringene
fremtiden bringer (Utdanningsdirektoratet, 2020). Argumentasjon og Resonnering er to
av kompetansene som de har sett er viktige for den matematiske forstaelsen og dermed
inngdr i kjerneelementene. Kompetanse om argumentasjon er ytterst aktuelt i den digi-
tale tidsalder, bade med sosiale medier hvor mange pastander og argumentasjonsrekker
blir lagt ut. Det samme gjelder bruken av digitale verktgy i problemlgsning hvor en far
presentert Igsninger uten a trenge a vite hvorfor. Begge disse eksemplene viser at den
kritiske evnen til d bedgmme argumenter og pastander er en viktig kompetanse. Denne
kompetansen kan opparbeides gjennom arbeid med matematikk da man systematisk,
grundig og kritisk bygger opp et logisk bevis. Fordi vi ser at det 8 bedgmme argumenter
badde generelt og innenfor matematikken blir mer og mer relevant, har vi satt oss som
mal om at denne oppgaven skal skape innsikt i hvordan lektorstudenter bedgmmer ma-
tematisk argumentasjon.

Argumentasjonen sin rolle i skolen har tidligere veert at elevene skal leere det gjennom a
utfgre bevis. Leering av bevis i skolen har vist seg d vaere vanskelig for elevene (Senk,
1985), men ogsa vist seg gjennom forskning at leerere har det vanskelig med a undervise
bevis (Knut, 2002). Dette til tross for at bevis er en grunnleggende del av matematikken
som da resultater fgrst blir gyldige nar de har blitt bevist (Ross, 1998). I senere tid har
det i forskningen satt fokus pa viktigheten av argumentasjon og bevis som grunnlag i
stgrre del av matematikken, og ikke bare i geometri. Da argumentasjon og bevis er
grunnlegge for 4 kunne utfgre og forsta matematikk (Stylianides, 2007).

Selv om mye av fokuset rundt argumentasjon og bevis retter seg mot at man skal lzere
seg a konstruere og legge dem frem, har flere sett pa hvordan bevis og argumentasjon
blir bedgmt. Bleiler et al. (2014) har blant annet sett pa leererstudenter sin evne til 4 be-
dgmme elevbesvarelser etter fire bevisnivaer, og sett spesifikt pa deres evne til a gjen-
kjenne induktive og deduktive bevis, og om de fokuserer pa enkeltsetninger i besvarel-
sene eller helheten i besvarelsen. Lignende har Ko og Rose (2021) sett pa sammen-
hengen mellom lzererstudenter sin evne til & utvikle bevis og hvordan de bedgmmer stu-
dentbesvarelser. Forskningen ser altsd pa om leererstudentene klarer 8 bedgmme riktig
og hvordan de produserer bevis. De ser altsa pa om studentene har evne til a bedgmme
og hva resultatene av bedgmmingen blir, men de ser ikke noe pa hva studentene legger
til grunn i sin bedgmmelse.

Derimot finnes det forskning som forsgker a finne ut av hva man bedgmmer etter nar
man bedgmmer bevis. Her har Healy og Hoyles (2000) gjennomfgrt en studie som har
sett pa hvilke representasjonsformer elever og laerer verdsetter nar de bedgmmer bevis.
En annen studie har gatt sett pa en enda stgrre inndeling og har laget kategorier for a
kategorisere utsagnene til elever som bedgmmer ulike besvarelser for a fa innsikt i hva
elevene verdsetter mest (Liu et al. 2016).



Det er altsa tidligere sett pa om leererstudenter klarer 3 bedgmme elevbesvarelser, og at
dette kan veere utfordrende dem. Derfor vil det veere viktig a fa innsikt i hva laererstu-
dentene bedgmmer etter for bedre a forsta leererstudentene sine tanker rundt argumen-
tasjon og bevis. Derfor har vi kommet opp med forskningsspgrsmalet:

Hvilke kriterier benytter 1.drs-lektorstudenter i bedgmmelse av matematiske argumenter?

Forskningsspgrsmalet tar utgangspunkt i 1.ars-lektorstudenter. Grunnen til at vi har
valgt a fokusere pd dem er fordi de er i brytningspunktet mellom skolematematikken og
matematikken pa universitet, som for mange kan veere utfordrende (Geisler, 2023). For-
skjellen i matematikken ligger hovedsakelig i hvor rigorgst og begrunnet argumentene
dine er. Lektorstudenter skal ogsa som fremtidige leerere bedgmme elever sine besva-
relser sa det a se hvilke kriterier de har ndr de er i starten av studiet kan vere nyttig for
a kunne tilpasse undervisningsopplegget etter hvordan de bedgmmer argumenter.

For a fa et best mulig datagrunnlag har vi samarbeidet med et doktorgradsprosjekt, der
en ph.d.-kandidat arbeider med & se pa studentene sin matematiske argumentasjon i et
emne ved et universitet i Norge. Gjennom samarbeidet har vi utarbeidet og gjennomfgrt
skriftlige prgver og gruppeintervjuer. Gruppen med lektorstudenter vi har sett pa er til-
knyttet et matematisk emne tilhgrende matematikk arsstudium som del av lektorutdan-
ningen for trinn 8-13 ved et universitet i Norge. Emnet gar pa varen og bygger pa et em-
nene studentene hadde semesteret fgr. Disse to emnene er bygd opp rundt kjerneele-
mentene i matematikk hentet fra leereplanverket (Utdanningsdirektoratet, 2020). Hgst
emnet tar for seg kjerneelementene utforskning og problemlgsning, abstraksjon og gene-
ralisering, og representasjoner og kommunikasjon, mens emnet pa varen som vi har sam-
arbeidet med tar for seg resonnering og argumentasjon, og modellering og anvendelser.
Fgrste del av varsemesteret dreier seg om resonnering og argumentasjon. Resonnering
og argumentasjonsdelen av emnet legger opp til at studentene gjennom problemlgsning
og arbeid med oppgaver innen tallteori skal leere a bruke ulike bevisformer og -teknik-
ker til 4 argumentere for matematiske pastander og leeresetninger. De far ogsa innfgring
i matematikkens logiske oppbygning med aksiomatisering, definisjoner og teoremer.
Emnet bestar av fire timer med klasseromsundervisning, med varierende undervis-
ningsformer og legger opptil at studentene skal aktivt delta i undervisningen. Det er
ogsa to timer gruppetimer, hvor studentene har anledning til & samarbeide om a lgse
oppgaver og fa veiledning og forklaring fra studentmentorer og faglerere. En av stu-
dentmentorene som har bistdtt studentene i gruppetimene er Hallvard A. Foss som ogsa
er med pa a skrive denne oppgaven.

1.1 Tidligere forskning

Analyseverktgyet som vi benyttet, er i stor grad inspirert av forskningen til Liu et al.
(2016), som har utforsket hvordan elever bedgmmer matematiske bevis. Studien invol-
verte intervjuer med elever fra attendeklasse, som ble bedt om a evaluere og rangere
matematiske argumenter. Intervjuene ble transkribert og kodet for a identifisere hvilke
aspekter ved argumentene som pavirket elevene sin bedgmmelse. Analysen viste at ele-
vene oftere kom med utsagn om de aksepterte pastandene i et argument, enn de gjorde
med representasjonsformen og minst av alt argumentasjonsformen. Utsagnene om ak-
septerte pastander var det empiriske tester og eksempler som var favorisert og betrak-
tet som mer overbevisende. I Representasjonsformer var det numeriske og narrative ar-
gumenter som ble oftest anvendt. Dette kom trolig av de gjorde det lettere for elevene a
forsta beviset i stgrre grad enn algebraisk, som noen elever opplevde som klare, mens



andre som forvirrende. Figurer viste seg a kunne vare bade hjelpsomme og forvirrende
avhengig av tegningen eller visualiseringen som ble presentert. I tillegg til disse funnene
ble flere ikke-kategoriserte funn registret som faktorer i elevens vurdering. Elevene sin
kjennskap til argumentet og klarheten til forklaringen hadde pavirkning pa deres be-
dgmmelse. Studiet tyder pa at leerere bgr ha fokus pa a utvikle elevene sin evne til a kri-
tisk vurdere innholdet i matematiske argumenter fremfor bare a leere dem bestemte ar-
gumentasjonsformer. Dette kan gi bedre forstaelse og evne til a bruke matematisk logikk
og resonnering. De sa ogsa behovet for en videre argumentasjonsklassifisering som ogsa
tok hensyn til elevens forstdelse og disse ikke-kategoriserte faktorene.

Healy og Hoyles (2000) har ogsa sett oppfatningen av bevis blant elever, med sgkelys pa
hvordan studenter i alderen 14-15 ar forstdr og bedgmmer bevis innen algebra. Data ble
samlet gjennom skriftlige prgver og intervjuer av elever, hvor elevene vurderte forskjel-
lige algebraiske argumenter og ga tilbakemeldinger pa hva de trodde ville gi hgyest vur-
dering fra leererne, og hvilke de selv likte best. Resultatene viste at elevene hadde to
ulike oppfatninger av bevis. Elevene vurderte de algebraiske besvarelsene som de som
ville gi mest poeng av leereren. Mens pa den andre side foretrakk de selv argumenter
som de fant som overbevisende og forklarende, som ofte var mer empiriske og mindre
formelle. Studien antyder at leerere bgr legge stgrre vekt pa a utvikle elevers evner for a
forstd og anvende algebraiske bevis, i tillegg til & vurdere hvilke typer argumenter som
er mest leererike og meningsfylte for elever.

Det er altsa flere som har sett pa hvordan elever bedgmmer argumentasjon, men det
vanligste er at det er en leerer som bedgmmer elever sine argumenter, her har blant an-
net Meyer og Schnell (2020) sett pa leereres forstdelse av elevers argumentasjon i skrift-
lige besvarelser. Dette ble gjort giennom dybdeintervjuer av leerere som avdekket at le-
rere tar i bruk en rekke forskjellige kriterier for 8 bedgmme kvaliteten pa et argument.
Disse inkluderer argumentet sin struktur, innhold og hvordan det presenteres overfor
mottakeren. Det kom ogsa frem at leererne sine vurderinger er sterkt pavirket av deres
individuelle pedagogiske praksis og deres personlige forstaelse av matematisk argu-
mentasjon. Resultatene indikerer at det er et gap mellom skolematematikken og univer-
sitetsmatematikk nar det kommer til hva som regnes som et gyldig bevis eller et godt ar-
gument. De foreslar at dette kan delvis skyldes at skolepraksisen fokuserer mer pa det
pedagogiske enn pa matematiske kriterier. Meyer og Schnell (2020) anbefaler at leerer-
utdanningen inkluderer en dypere forstdelse av hvordan argumenter konstrueres og
vurderes for d forberede laerere pa a veilede elever i matematisk tenkning. I tillegg til a
fremheve behovet for en bredere forstaelse og en felles tilnaerming til vurdering av ma-
tematiske argumenter i utdanningssystemet.

Morgan et al. (2002) sin studie har hatt fokus pa a forsta matematikklaereres praksis in-
nenfor vurdering og hvordan denne blir pavirket av nye reformer i lzererplanen. Forsk-
ningen baserer seg pa en tidligere studie av Morgan (1998), som identifiserte ulike rol-
ler leerere inntok ved vurdering av elevbesvarelser, som ble gjort gjennom analyse av in-
tervjuer og observasjoner hvor leerere vurderte oppgaver. Lerere kunne innta en eller
flere av fglgende rolle ifglge studiet:



- Utprgver, ved bruk av eksterne kriterier

- Utprgver, ved bruk av egne kriterier

- Hjelperrolle, ser etter muligheter for a gi poeng til elever

- Hjelperrolle, foresld mater a oppna kravene

- Pedagog, foresld mater elevene muligens kan forbedre deres opplevde matema-
tikk kompetanse

- Imagineer naiv leser

- Interessert matematiker

- Intervjuobjekt

(Morgan et al., 2002, s. 446-447, egen oversettelse)

De konkluderte med at en dypere forstdelse av leerernes vurderingspraksis krever inn-
sikt i de komplekse og noen ganger motstridende kravene forskjellige vurderingsfor-
mene stiller. Morgan et al. (2002) anbefaler at leererutdanningsprogrammer reflekterer
over denne kompleksiteten for a bedre stgtte leereres profesjonelle utvikling og forbedre
vurderingspraksisen.

For at leerere skal fa styrket forstaelse kreves det altsa at utdanningen fokuserer mer
forstaelsen av bevis i utdanningen. Derfor har Gomez Marchant et al. (2021) sett pa
hvordan fremtidige matematikkleerere omformer og anvender teoretiske diskurser fra
sin utdanning i praksis, spesielt knyttet til argumentasjon i klasserommet. Forskningen
fulgte en gruppe matematikk-leererstudenter og data ble samlet gjennom intervjuer, re-
fleksjoner, og videoopptak av undervisningsgkter. Dette ble sa analysert for a identifi-
sere temaer og mgnstre i leererstudentenes diskurs og praksis. Resultatene avdekket tre
hovedtemaer i lzererstudentens diskurs om kollektiv argumentasjon: formalet med ar-
gumentasjon i matematikkundervisningen, leererens rolle i a fasiliteter argumentasjon,
og kjennetegn ved matematiske argumenter. Analysen viste at leererstudenten anvendte
og tilpasset diskurser om kollektiv argumentasjon fra utdanningen i deres egen under-
visningspraksis. Gomez Marchant et al. (2021) konkluderer med at leererutdanningspro-
grammer spiller en kritisk rolle i a stgtte fremtidige laereres evne til 4 koble teori og
praksis. Studien understreker viktigheten av at lzererutdanningskurs gir studentene
verktgy og forstaelser som de kan tilpasse og anvende i deres egen undervisningsprak-
sis.

[ likhet med var forskning har Dalari og Kogstad (2023) sett pa argumentasjon hos lek-
torstudenter som tar et emne som omhandler kjerneelementet resonnering og argumen-
tasjon. I dette studiet har Dalari og Kogstad (2023) sett pa de skriftlige argumentene til
lektorstudentene som omhandler validering og avvisning av matematiske pastander in-
nen tallteori. Formalet til studiet var 4 undersgke kjennetegn ved studentenes argumen-
ter og se pd muligheten for at studentenes svar kunne anerkjennes som bevis. Resultatet
viste at studentene produserte argumenter hovedsakelig algebraisk og produserte bevis
best i de tilfellene pastanden ogsa var gitt algebraisk. I tillegg hadde Dalari og Kogstad
(2023) funn som indikerte at studentene som benyttet seg av empiriske argumenter be-
hersket motbevis bedre. Studien antyder at lektorutdanningen bgr sette sgkelys pa a vi-
dereutvikle studentenes evner til & kritisk evaluere og konstruere matematiske argu-
menter, og ikke bare a formidle kjente argumentasjonsformer. Og at dette igjen kan
styrke deres evner til logisk resonnement og matematisk tenkning i deres fremtidige yr-
kesroller som lzerere.



2 Teori

Vi skal se neermere pa hvordan lektorstudentene bedgmmer matematiske argumenter. I
skolen blir det & argumentere matematisk knyttet til bevis, da et bevis er en form for ma-
tematisk argument (Stylianides, 2007). For a forsta dette, ma vi fgrst utforske de ulike
teoretiske perspektivene pa matematiske bevis og argumentasjon.

Balacheff (2002) argumenterer for at det er et mangfold av forstdelser av hva et mate-
matisk bevis er. Han hevder at uten en klar forstaelse og konsensus om hva et matema-
tisk bevis innebezerer, vil det veere vanskelig a gjgre reelle fremskritt i omrddet. «Under-
visningen av matematisk bevisfgring synes a veere mislykket i nesten alle land, uav-
hengig av hvordan undervisningen er organisert» (Balacheff, 1998, s. 1, egen overset-
telse). I likhet med Balacheff kommer Reid (2005) ogsa fram til forskjellige kunnskaps-
teorier kan fgre til fundamentalt forskjellige tilnaerminger til bevis i undervisning. Gjen-
nom sitt arbeid ser Reid (2005) pa eksempler fra ulike konferanser og publikasjoner for
a illustrere dette og foreslar et felles sprak for a diskutere bevis kan fremme bedre for-
staelse pa feltet. Stylianides (2007) hevder at nar det ikke fins ett klart svar pa spgrsma-
let om hva et bevis er, fgrer det til at leerere har ulike definisjoner, som ogsa kan fgre til
at elever danner seg et bevisbilde som ikke er tilstrekkelig.

Balacheff (1988) mener at det er to utrykk som ofte blir brukt om hverandre nar det
kommer til bevisforstaelse, bevis og matematisk bevis. Dette mener han skaper utford-
ringer ndr det kommer til bade forskning og undervisning av bevis, og derav en ngdven-
dighet a differensiere mellom disse to utrykkene. Differensieringen gjgr han ved a defi-
nere utrykkene forklaring, bevis og matematisk bevis. Han bruker begrepet forklaring for
a beskrive «diskursen til en person som har som hensikt a formidle gyldigheten av en
pastand for noen andre.» (Balacheff, 1998, s. 2, egen oversettelse). Begrepet bevis bruker
han for a referere til en «forklaring som er akseptert av et fellesskap pa et gitt tids-
punkt.», og med utrykket matematisk bevis definerer Balacheff det som «et bevis aksep-
tert av matematikere.» (Balacheff, 1998, s. 2, egen oversettelse). Ved disse definisjonene
fremmer Balacheff det sosiale aspekter av bevis, noe som han mener er en essensiell del
av matematikkundervisning. Han mener at det er et overdrevent fokus pa det logiske si-
den av bevis, nar bevis undervises i skolen og alt for lite fokus pa den sosiale og prak-
tiske betydningen av de matematiske aktivitetene. Det er fordi matematiske bevis er for-
men for kommunikasjon blant matematikere, og at dette er med pa a etablere bevisene
sin gyldighet (Balacheff, 1998). Han sine definisjoner inneholder konkrete hensikter om
a fremme gyldighet ovenfor andre, et felleskap og matematikere, uten at han gar noe
neermere inn pa hva han legger i begrepene felleskap eller matematikere.

Hersh pa sin side definerer bevis som «et argument som overbeviser kvalifiserte dom-
mere» (Hersh, 1993, 5.391, egen oversettelse). I likhet med Balacheff holder han pa det
sosiale aspektet og kommer med en annen fremstilling av objektet, altsa kvalifiserte
dommere. Heller ikke Hersh spesifiserer hva han mener med objektet, men det antydes
at kvalifiserte dommere er de personene innenfor matematikksamfunnet som har den
ngdvendige kompetansen og erfaringen til a vurdere og anerkjenne gyldigheten av et
matematisk argument. De anses som kompetente til 4 avgjgre om et bevis er gyldig ba-
sert pa deres faglige skjgnn og forstaelse. Hersh (1993) beskriver dette mer som en so-
sial prosess enn som en strengt logisk prosedyre, noe som ogsa underbygger den sosiale
naturen av matematisk validering blant eksperter.



Det sosiale aspektet er ogsa tatt hgyde for i definisjonen til Stylianides, men han setter
objektet til 3 omhandle et klasseromsfellskap da han forsgker a se hvordan bevis oppfg-
rer seg i undervisning. Med klasseromsfelleskap mener Stylianides (2007) et felleskap
som hovedsakelig bestdende av elevene i klasserommet. Denne forstaelsen av klasse-
romsfelleskapet understreker viktigheten av samspillet og samarbeidet, dette inklude-
rer utvikling av en felles forstaelse av hva som aksepteres som matematisk bevis og
hvordan bevisfgring utfgres i klasseromskonteksten. Samtidig tar Stylianides (2007) as-
pektet for argumentasjon videre og sier det ogsa handler om hvordan det er lag fram.
Altsa hvilke pastander det er bygd opp av og representasjonsformen. P4 denne maten
gjor Stylianides det mulig a se helheten til et matematiske bevis gjennom de ulike delene
det er bygd opp av. Slik kan argumentasjonen i beviset bli analysert mer i dybden som er
hensiktsmessig i vart arbeid, da vi gnsker se neermere pa kriterier for argumentasjon i
en klasse. Stylianides sin definisjon ser ogsa pa et klasseromsfelleskap og vi har til hen-
sikt 4 se pa en studentgruppe i et emne derfor er det hensiktsmessig a velge det ramme-
verket som tok hgyde disse to aspektene.

Stylianides (2007) definerer bevis som et matematisk argument, en sammenhengende
sekvens av pastander for eller mot en matematisk pastand som har fglgende tre karakte-
riseringer.

1. Bruke pastander som er akseptert av et klasseromsfelleskap uten behov for vi-
dere validering.

2. Bruke en form av resonnering som er validert og kjent, eller innen rekkevidde be-
grepsmessig, av et klasseromsfelleskap.

3. Deter lagt fram pa en passende mate som er kjent, eller innen rekkevidde be-
grepsmessig, av et klasseromsfelleskap. (s.291, egen oversettelse)

Med dette som fundament kan vi betrakte de tre delene samlet som et gyldig bevis, mens
individuelt kan hvert kriterium deles i underkategorier som hver for seg representerer
deler av et gyldig argument, forutsatt at det tilfredsstiller de definerte kravene. I det vi-
dere arbeidet vil vi derfor anvende disse tre kriteriene som grunnlag for a definere var
argumentasjonsramme. For a gke klarheten i den videre teksten, vil vi erstatte de mer
omfattende uttrykkene med betegnelsene aksepterte pdstander, argumentasjonsform og
representasjonsform, i samme rekkefglge som de opprinnelig ble presentert.

Bruken av aksepterte pastander, argumentasjonsform og representasjonsform er brede
definisjoner, og det er derfor ngdvendig a utforske disse kategoriene naermere. Sty-
lianides har fglgende eksempler pa hva disse kategoriene kan innebzerer.



Tabell 1 Basert pad Stylianides (2007, s. 292, egen oversettelse)

Aksepterte pastander Definisjon, aksiom, teorem, osv.

Argumentasjonsform Bruk av logiske slutningsregler (som modus ponens og modus
tollens), bruk av definisjoner for a utlede generelle pastander,
kategorisk opplisting av alle tilfeller til hvilken en pastand redu-
seres (forutsatt at antallet er begrenset), konstruksjon av
moteksempler, utvikling av en resonnering som viser at aksept
av en pastand farer til en motsetning, osv.

Representasjonsform verbalt, fysisk, grafisk, tabell, algebraisk osw.

Var studie som forsgker a se hvilke kriterier lektorstudenter bedgmmer argumentasjon
etter. Noe lignende er gjennomfgrt i studien til Liu et al. (2016), de gjennomfgrte studien
ved 3 utarbeide et kategoriseringsskjema som var utarbeidet fra til Stylianides (2007)
sin definisjon av bevis. Liu et al. (2016, s. 2376) har utarbeidet underkategorier til de tre
delene av et bevis. De kom opp med kategoriseringsskjema under for a systematisere ut-
sagn fra elever.

Tabell 2 Basert pd kategoriseringsskjema til Liu et al. (2016, s. 2381, egen oversettelse)

[ ERESERESBRSON ~<cpcric pistander | Argumentasjonsform

Figurer Autoriteter Direkte
Narrativ Eksempler Perseptuell
Numerisk Imaginaer Induktiv
Algebraisk Matematisk fakta Generisk
Antagelse Rituell
Mening Deduktiv

Vi vil her ta for oss hvordan Liu et al. (2016) definerer de ulike kategoriene. Innen repre-
sentasjonsformer kom de opp fglgende kategorier; narrative, billedlige, numeriske og al-
gebraiske. Billedlige argumenter involverer bruk av visuelle elementer som figurer, bil-
der og andre grafiske hjelpemidler for a klargjgre og formidle. Algebraiske argumenter
bruker bokstaver for a symbolisere matematiske verdier sammen med operasjoner.
F.eks. er pastanden «siden aZ - b2=(a-b) (a+b), kan vi faktorisere utrykket x2-9 som (x-3)
(+3)» et algebraisk argument. Numeriske argumenter bygger pa bruk av tall og matema-
tiske tegn. Et eksempel pa dette kan vaere «Siden 7 + 5 = 12 og 12 er stgrre enn 10, er
summen av 7 og 5 stgrre enn 10». Narrative argumenter tar i bruk hverdagsspraket og
unngar spesifikk referanse til ngyaktige numeriske verdier eller algebraiske symboler,
slik som «Fordi trekanter med to like lange sider alltid har to like store vinkler, vil denne
trekanten, som ogsa har to like lange sider, ha to like store vinkler.» (Liu et al., 2016).

Aksepterte pastander har Liu et al. (2016, s. 2377) delt opp i seks underkategorier. Un-
derkategoriene som de har utarbeidet er autoriteter, eksempler, matematisk fakta, anta-
gelse, imaginaer og mening. Autoritet referer til en kunnskapsrik kilde som for eksempel
en leerer, en matematiker, eller en matematikkbok. Eksempler definerer de som en sjekk
gjort gjennom en empirisk undersgkelse. Mens matematisk fakta er definert ved tilfeller
hvor det refereres eksplitt til velkjente matematiske resultater, som storetalls lov,



distributive lov, trekantulikheten eller lignende. Antagelser definert som noe som antas
sant med bakgrunn i konteksten. Imagineer definerer de som mentale bilder med bak-
grunn i tidligere erfaringer, og en mening er definert som en person sin overbevisning
uten tilstrekkelig begrunnelse.

Den siste kategoriseringen omhandler argumentasjonsformen, og de underkategoriene
som er utarbeidet av Liu et al. (2016, s. 2377) er direkte, perseptuell, generisk, induktiv,
rituelt, og deduktiv. Direkte referer til pastander som ikke har ytterligere forklaring enn
det som er tilgjengelig i argumentet, f.eks. «et tall kvadrert vil veere positiv». Med per-
septuell defineres som at man ser en sammenheng mellom kilden og konklusjonen visu-
elt eller intuitivt. Dette kan vaere utsagn som «Nar vi ser pa grafen til funksjon, ser vi at

kurven stiger raskt. Derfor ma funksjonen ha en hgy veksthastighet».

Figur 1 Eksempel pd generisk eksempel, uten kontekst.

Generisk refererer til en pastand der man kan se sammenhengen mellom det generelle
og det konkrete i eksemplet. Slikt som vist i figur 1 der det generelle, at to oddetall ad-
dert gir et partall, visualiseres gjennom et konkret eksempel, som i dette tilfelle er klos-
sene. Videre definerer de induktiv hvis den generelle konklusjonen blir trukket basert
pa observasjoner av flere eksempler. Rituelt definerer de som en tilnaerming til bevis
som elevene benytter uten a ha full forstaelse av tilneermingens begrensninger eller
grunnen for at virker. Denne typen argumentasjon kan ofte observeres nar elever fglger
kjente prosedyrer eller algoritmer, men uten a vise ytterligere forstaelse for prosessen. |
motsetning til rituelt, er en deduktiv tilneerming et resonnement hvor man forstar og fgl-
ger logikken stegvis i argumentet, som utsagnet «Siden vinkelsummen i en trekant alltid
er 180 grader, og denne trekanten har to vinkler pa 50 og 60 grader, folger det at den
tredje vinkelen ma vaere 70 grader.».



3 Metode

I metodedelen av forskningen presenterer vi var tilneerming, valgene vi har tatt under-
veis, og hvordan studien er utformet. Dette inkluderer forskningstilneerming og design,
der vi forklarer var konstruktivistiske tilneerming og begrunner hvorfor vi har valgt ca-
sestudie som design for studien var. Datainnsamlingen bestdr av gruppeintervjuer med
lektorstudenter som diskuterer styrken til ulike eksempelbesvarelser. Vi beskriver ogsa
hvordan vi har forberedt oss til gruppeintervjuene gjennom utvikling av oppgaver, gjen-
nomfg@ring av skriftlige prgver og utvikling av eksempeloppgaver. Videre beskriver vi
hvordan vi har utviklet og brukt analyseverktgyet for a besvare forskningsspgrsmalet
vart.

3.1 Forskningstilnaerming og design

For a forsta hvilke kriterier studentene benytter er det passende a ha en interpretivis-
tisk og konstruktivistisk tilnzerming. Det kommer av at interpretivisme er en forsknings-
tilneerming som tar hensyn til individenes ulike tolkninger (Bryman, 2012). Studentene
kan ha ulike kriteriene som de bedgmmer etter og vi kan da ogsa se pa hvordan de for-
holder seg til de andre studentene som har en annen mening. Interpretivisme er ogsa
hensiktsmessig da vi forsgker a forsta hvordan studentenes egne tolkninger, oppfat-
ninger og erfaringer fgrer til kriteriene de benytter. Nar det gjelder konstruktivistisk til-
naerming innebaerer det at kunnskap er som noe som er i kontinuerlig endring gjennom
sosiale interaksjoner. Konstruktivisme er altsa en ontologisk posisjon hvor bade studen-
tenes interaksjon pavirker hverandre og vi som forskere vil pavirke situasjonen vi setter
studentene i (Bryman, 2012). Derfor har vi bygd opp datainnsamlingen slik vi har gjort
for & fa minimal pavirkning fra oss.

Med bakgrunn i var forskningstilnaerming har vi valgt a benytte en kvalitativ tilnaerming.
Postholm og Jacobsen (2018) beskriver kvalitativ metode som en egnet metode for a be-
skrive og forsta mennesker i en ulik situasjon enn forskeren selv. Var hensikt er a under-
sgke og forstd hvilke kriterier en gruppe leererstudenter benytter ndr de diskuterer ma-
tematisk argumenter, og en kvalitativ metode vil da veere passende for a fa innsikt i
dette. Det er likevel viktig & ta i betraktning at kvalitative resultater ikke ngdvendigvis
kan gjenskapes i fremtidige studier, ettersom bade deltakere og forskere vil veere for-
skjellige (Postholm & Jacobsen, 2018). Derfor er det viktig for oss a legge til rette gjen-
nom gode forklaringer pa hva vi har gjort og hvordan vi analyserer, slik at andre fors-
kere skal ha de samme forutsetningene nar de gjennomfgrer. Selv om en gjennomfgrer
et lignende prosjekt vil deltagerne veaere forskjellige som kan ha andre kriterier de be-
dgmmer etter.

Vi har derfor valgt & designe studien var som en casestudie. En casestudie kan veere a se
naermere pa et individ, flere individer, en gruppe eller organisasjon innenfor et gitt tids-
intervall (Postholm & Jacobsen, 2018). I vart tilfelle danner studentene som tar emnet
en gruppe som vi gnsker a undersgke naermere. For  fa en helhetlig forstdelse, har vi
analysert studentenes samlede besvarelser, utsagn og diskusjoner. Grunnen til at vi gns-
ker a se pa hele gruppen og ikke enkeltindivider kommer av at vi gnsker a se pa hva de
vektlegger nar de diskuterer med andre da studentene som sagt ikke ngdvendigvis er
selv bevisste over hvilke kriterier de benytter i bedgmmelsen av argumenter.



3.2 Deltagere

Deltagere i studien var bestar av lektorstudenter pa arsstudium i matematikk som en
del av en femarig lektorutdanning. De tar har alle til felles at de tar emnet som nevnt be-
skrevet i innledningen. Studentene kunne fritt velge a gi samtykke til 4 delta i studien
gjennom a skrive under pa samtykkeskjema. De kunne ta velge om at vi benyttet kun
dem sine skriftlige besvarelser og/eller delta i gruppeintervjuer. Det var henholdsvis 19
deltagere som samtykket til bruk av deres skriftlige besvarelser og 10 lektorstudenter
som samtykket til gruppeintervjuer av totalt 20 lektorstudenter i emnet.

3.3 Datainnsamling

Datainnsamlingen bestar av gruppeintervjuer av studentene i emnet, hvor de diskuterer
styrker og svakheter ved ulike matematiske argumenter. Vi vil her presentere hvordan
vi har forberedt og gjennomfgrt intervjuene.

3.3.1 Forberedelser til datainnsamling

Under gruppeintervjuene gnsket vi at studentene skulle diskutere styrker og svakheter
til matematiske argumenter og ikke matematikken i oppgavene. I tillegg gnsket vi at ar-
gumentene de bedgmte skulle veere autentiske, i den forstand at de benyttet metoder og
argumenter studentene var kjent med. Derfor konstruerte vi datainnhentingen slik at
studentene gjennomfgrte en uke fgr gruppeintervjuene.

Forberedelsene til intervjuet bestar altsa av utviklingen av skriftlig prgve, gjennomfg-
ringen av skriftlig prgve og utviklingen av eksempelbesvarelser. Eksempelbesvarelser er
besvarelser som er inspirert av studentbesvarelser eller som vi har konstruert. Vi vil vi-
dere ga dypere inn pa arbeidet med de ulike stegene presentert i figuren under.

Utvikle Skriftlig Utvikle Gruppe-
skriftlige ) praove ) eksempel- ) intervjuer
oppgaver besvarelser

Figur 2 Oversikt over fremgangsmadte i datainnsamlingen.

Oppgavene til denne skriftlige prgven ble utarbeidet i samarbeid med fagleerere i emnet,
veiledere, en ph.d. -kandidat og en tidligere studentmentor som har skrevet en master
(Dalari & Kogstad, 2023) med bakgrunn i lignende data for et ar siden. Emnet sitt mate-
matiske fokus dreier seg hovedsakelig rundt tallteori. Vi tok derfor utgangspunkt i tidli-
gere pensum i emnet for a finne passende oppgaver.

Vi utviklet 10 oppgaver som skulle legge til rette for at studentene kunne vise sin kom-
petanse innen matematisk argumentasjon innen ulike oppgavetyper. De ulike oppgave-
typene er inspirert av Healy og Hoyles (2000), og har tre ulike tilneerminger: (1) Studen-
tene far presentert noe spesifikt og skal komme frem til en generalisering og vise at
denne stemmer. (2) Studentene far presentert noe generelt og skal vise hvorfor dette
stemmer. (3) Studentene far presentert en pastand som man skal ta stilling til og vise
hva med pdstanden som stemmer. Vi har altsa tre forskjellige oppgavetyper som vi vel-
ger 4 kalle; generalisere (1), vise (2) og avgjgre (3).

For a gi et bedre inntrykk av hvordan disse har blitt benyttet i konstruksjonen av oppga-
vene presenterer vi tre eksempler under med oppgave 7, 1 og 3.
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OPPGAVE 7.

Vis at falgende pastand enten er sann eller usann:
"Hvizs du dobler smunmen av to kvadrattall, kan du skrive det som summen av to kvadrat-
tall”

Elsempel:

2HE+ 3 =2(25+9) =68 =64+ 4 =82 + 27
2T+ 4%) = 2(49 + 16) = 130 = 121 + 9 = 11% + 3*

21117 + 11%) = 2(12321 + 121) = 24884 = 14884 + 10000 = 122¢ + 100

Figur 3 Oppgave 7 legger opp til generalisering

Oppgave 7 legger opp til at studentene skal generalisere. Selv om oppgaven er formulert
slik at studentene skal avgjgre hvilken pastand som er riktig, mener vi oppgaven heller
legger opptil at studentene ma systematisere og oppdage et mgnstre for d besvare opp-
gaven pa en god mate. Vi valgte a inkludere noen eksempler slik at det skulle bli lettere
for studentene 4 se etter mgnster og fa en bedre forstaelse av problemet. Vi sd ogsa i et-
tertid at vi manglet en «alltid» i pastanden, slik at det hadde statt, «kan du alltid skrive
det som summen av to kvadrattall». Det virket likevel som dette ikke hadde noen inn-
virkning pa resultatene fra da studentene leste spgrsmalet slikt under intervjuene.

OPPGAVE 1.

Student A hevder at 2{z + 1) = 2r + 1 og student B hevder at 2(x + 1) = 2x + 2.
a) Hwilken student har rett?
b) Vis at valgt student har rett ved a gl to matematiske argummenter,

] Vis at den andre studenten tar feil ved a gi ett matematisk arenment.

Figur 4 Oppgave 1 med deloppgaver

I Oppgave 1 far studentene presentert to pastander som har ulike resultater og de ma
avgjgre hvilken som er riktig. De blir deretter i deloppgave b spurt om a vise hvorfor
studenten de valgte har riktig, med 8 komme med to forskjellige matematiske argumen-
ter. Oppgaven legger altsa opp til at studentene ma avgjgre hvilken pastand som er riktig
og vise hvorfor denne avgjgrelsen er riktig. Grunnen til at vi har spurt om to matema-
tiske argumenter er for a fa studentene til a bruke ulike representasjonsformer. Dette vil
ogsa kunne gi innsikt i hva studentene anser som ulike matematiske argumenter, ved a
se pa forskjellen i studentene sine svar. Til slutt blir de i deloppgave c bedt om vise at
den studenten de ikke valgte tar feil. Her skal de bare oppgi ett matematisk argument, og
legger opp til flere mater & argumentere pa.

OPPGAVE 3.

a) Vis at alle primtall sterre enn 3 kan bli skrevet pa formen 6f + 1 eller G + 5, for
ikke-nesative heltall k.

b) Vis at fdlgende pastand enten er sann eller usann: "Hvert tall som kan bli skrevet pa
formen 6k + 1 eller GF + 5 er primtall”.
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Figur 5 Oppgave 3 med deloppgaver

Oppgave 3 bestar av to deloppgaver hvor den fgrste (3a) ber studentene vise at pastan-
den stemmer. De far altsd presentert en generell pastand som de ma ta stilling til, og vise
hvorfor den stemmer. Mens den andre deloppgaven (3b) legger opp til at studentene ma
avgjgre og vise om pastanden er sann eller usann. Her ma studentene verifisere svaret
sitt gjennom 4 vise hva som stemmer om pastanden.

Vi laget totalt ti slike oppgaver (Vedlegg 2) som dannet en skriftlig prgve som var obliga-
torisk for alle deltagere i emnet (20). Men vi benyttet kun de skriftlige besvarelsene fra
de som hadde gitt sitt samtykke til det (19). Selve prgven ble gjennomfgrt i et klasserom
hvor studentene fikk 90 minutter til radighet. De hadde ikke tilgang pd noen form for
hjelpemidler under prgven. Etter prgvene ble de anonymisert og lastet opp pa sikker
server til UiA.

Gjennomgangen av oppgavene startet med a fa et overblikk over hvordan studentene
hadde besvart de ulike oppgavene. Vi identifiserte sa de oppgavene hvor studentene
hadde kommet med ulike former for besvarelser til samme oppgave. Disse ulike for-
mene kunne vere forskjellig i argumentasjonsmate, representasjonsmate eller gyldig-
het. Vi sa her at ikke alle oppgavene var like godt besvart eller hadde fa variasjoner i
svar. Det var fa svar og dermed ogsa liten variasjon i de to siste oppgavene 9 og 10. Der-
for valgte vi d gd videre med de fgrste atte oppgavene for a finne ulike besvarelser til
disse.

Til disse atte oppgavene identifiserte vi ulike besvarelser og sa pa hva som gikk igjen og
hva som skilte seg ut. Vi valgte sa ut de besvarelsene som lgste oppgavene pa forskjellige
mater, f.eks. ulike representasjonsform, argumentasjonsform eller gjentagende feil.
Disse besvarelsene som vi da laget med bakgrunn i studentene sine besvarelser har vi
valgt a kalle eksempelbesvarelser. Vart mal med eksempeloppgavene var a skape disku-
sjon rundt de ulike delene et matematisk argument kan besta av. Derfor gnsket vi a fa
dekket alle de ulike representasjonsform, argumentasjonsform og ulik bruk aksepterte
pastander i eksempelbesvarelsene. For a fa til dette kunne vi ikke basere oss kun pa stu-
dentene sine besvarelser. Det kom av at studentene hadde en del lignende besvarelser
med blant annet mye bruk av algebra i kombinasjon med en narrativ forklaring. Vi
valgte derfor a konstruere eksempelbesvarelser for noen av oppgavene som alternativer
til besvarelsene til studentene. De vi konstruerte er Student E til oppgave 1C, Student D
oppgave 2 og Student D oppgave 7. De resterende eksempelbesvarelsene er inspirert av
studentene sine ekte besvarelser. Uansett om vi konstruerte eksempelbesvarelsen eller
at den var inspirert av en studentbesvarelse ble alle eksempelbesvarelsene nedskrevet
pa nytt slik at vi kunne sette fokus pa det essensielle i besvarelsen. Dette ble ogsa gjort
for at studentene ikke skulle kunne gjenkjenne noen pa handskriften.

Hensikten med de ulike eksempelbesvarelsene var at de skulle legge opp til diskusjon,
ved at de hadde ulike argumentasjonsformer, representasjonsformer, bevisformer, og
mangler. Slik som Healy og Hoyles (2000) gjorde etterstrebet ogsa med a fa inn ulike re-
presentasjonsformer i eksempelbesvarelsene. De ulike representasjonsformene er nu-
meriske spesialtilfeller med lite forklaring, narrative besvarelser som forklarte, bruk av
figurer, og algebraiske uttrykk. For a gi et bilde pa hvordan eksempelbesvarelsene ble
utarbeidet viser vi noen eksempler under tatt fra oppgave 1 og 7.
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OPPGAVE 1.

Student A hevder at 2(x + 1) = 22 + 1 og student B hevder at 2(z 4+ 1) = 22 4 2

a) Hvilken student har rett? B foow t-’v-‘u' .
b) Vis at valgt student har rett ved a gi to matematiske argumenter.

¢} Vis at den andre studenten tar feil ved & gi ett matematisk argument,

l) 1) 202+1) 2 (X41) 4+ (X+1) =2 2+% + |41 20 b2

2) L)p.‘\, !i’l//;.jr'lz'.//[':«..,/\{'( ,ll."U' ‘;1_;(.[,- ('L}" 20 [/_",_._\\-'A‘,\}, /}fu\y,:l: lv\).l& P

Frninn Q_j/ /{-& SMIJ\'\i‘.\RCx /'H/.'PI' 1’\AI~L"’_ %1‘)4t;¢/ 2L Aa_in l’/ l‘-“‘"f A‘;‘U"\_},—/‘““-b/\ >
Ab 20 A~ e
A® 270 <2 (x t]) =2« + 2

s = ZX 4+

Figur 6 Studentbesvarelse til oppgave 1a og 1b.

Svaden: B
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Figur 7 Eksempelbesvarelse B, C, og D til oppgave 1

Vi benyttet studentbesvarelsen i figur 6 til 4 utvikle to av eksempelbesvarelsene i figur 7.
Det fgrst punktet i besvarelsen til studenten dannet grunnlaget for Student D. Vi beholdt
besvarelsen slik den var da den fungerte som en algebraisk besvarelse med kun bruk av
symboler. Vi endret derimot pa representasjon to som ble eksempelbesvarelse Student
C. Her gjorde vi en liten endring da vi gnsket at en eksempelbesvarelse skulle veere kun
narrativ for at det ble et stgrre skille mellom den og eksempelbesvarelse Student B.
Eksempelbesvarelsen til Student B, var en besvarelse fra prgven som gikk igjen blant
mange av besvarelsene til studentene selv, og vi gnsket derfor a ha den for seg selv. Vi
hapet at dette kunne vaere med pa a fa bedre innsikt i hvordan studentene ville stille seg
til og diskutere rundt denne besvarelsen uten kombinasjonen med det narrative. Det var
flere besvarelser som kun holdt seg til det algebraiske som her ved oppgave 7.
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OPPGAVE 7.

Vis at falgende pAstand enten er sann eller usann:
"Hyvis du dobler summen av to kvadrattall, kan du skrive det som sumimen av to kvadrat-
tall"

Eksempel:

2(5% +3%) =2(25+9) =68 = 64 + 4 = 82 + 2?

2(7 +4%) = 2(49 4 16) = 130 = 121 + 9 = 112 + 3?

2(1112 + 112) = 2(12321 + 121) = 24884 = 14884 + 10000 = 122? + 100?

Svav LA x M‘-) = (/ﬂ-M)" A (v\-.w\\"

< . «
V""*‘.‘:’L‘“. = (A" r T et + (Y- u\-w\)

= ll\t -+ ZML
L

T

Figur 8 Studentbesvarelse til oppgave 7
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Figur 9 Eksempelbesvarelser til oppgave 7
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Studentbesvarelsen (figur 9) er at annet eksempel pa hvordan vi tilpasset og utviklet
eksempelbesvarelsene. [ oppgavesettet fikk studentene presentert noen eksempler
sammen med pastanden slik at de skulle forsta oppgaven bedre, men ogsa for at de
skulle ha mulighet til & se etter mgnstre. Det var en oppgave som var lite besvart, som
kan komme av at oppgaven var sent i oppgavesettet, men og fordi de slet med a vite
hvordan de skulle starte. [ besvarelsen (Figur 9) har studenten sett det generelle, men
det vi la merke til var fgringen av besvarelsen med hvordan de starter med likheten de
gnsker 4 vise. Studenten holder hgyre og venstre side separert og manipulerer bare
hgyre siden, men det kan ogsa se ut som studenten tar ugangspunkt i at pastanden er
sann og far en likhet og sier seg forngyd. Det var flere besvarelser som inneholdt denne
maten & fgre pa. Vi laget derfor eksempelbesvarelse A som tar utgangspunkt i denne
formen for fgring, men med konkrete tall da vi gnsket a skille den tydeligere fra
eksempelbesvarelse C. I tillegg gnsket vi & ha med et spesialtilfelle for a se pa studentene
sin respons til dette kontra generelle uttrykk.

- 18 1 .
/(1\)\‘* R ["" oL lre N i “’M

v a4 L
e .‘l.‘t (,\ IL—)LJ ("~’< ‘/)L

= p:O (’L# Za by aL t (_"'. 2a L

P X, ) (P Hus vt r,/‘\,i,/i.w mf‘:i"/f’#( leare ‘”a/"‘{
; ST I ~ s lo~t"
<2 (a*+7) shatire delovm WA (1) 4 (0 ‘

/ ) od 2L
l') o /’ ),;‘_l’_l,j(‘ /\,ltﬂ‘(_r(lllk-I} 2l .,~(\_c'( o= b ’ /'u—‘/ O oA~ Sorive {Jt/‘,/( allla.
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Figur 10 Studentbesvarelse til oppgave 7.

En annen besvarelse til oppgave 7 (figur 11) var forlgpet til eksempelbesvarelsen B og C,
da studenten kom med en pastand som motsa sitt eget argument. Vi delte da denne be-
svarelsen i to, selv om det kunne vert spennende a se hvordan studentene tenkte om en
besvarelse som hadde to konklusjoner som motsa hverandre, gnsket vi a se pa hvordan
de forholdt seg til at eksempelbesvarelsene hadde ulike konklusjoner. Vi la da til rette
for a se hvordan studentene bedgmmer gyldigheten til argumentene, da ikke alle eksem-
pelbesvarelsen kan veere riktig nar de motsier hverandre.

Videre gnsket vi ogsa a inkludere visuelle besvarelser, for a fa innsikt i hvordan studen-
tene verdsetter dette fremfor algebra eller narrative besvarelser. Det var ingen av stu-
dentbesvarelsene pa denne oppgaven som inneholdt noe visuell form for besvarelse.
Derfor endte vi opp med a lage et forsgk pa et generisk eksempel, for a se hvordan stu-
dentene betraktet det visuelle, men ved bruk av konkrete tall for at det skulle bli litt enk-
lere a fglge argumentene da vi merket at det ble litt abstrakt ved bruk variabler. Det var
flere av oppgavene hvor ingen av studentene hadde visuelle besvarelser hvor vi da
valgte a lage eksempel besvarelsene for at dette ogsa skulle bli et diskusjonstema under
intervjuene.
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3.3.2 Gjennomfgring av datainnsamlingen

Intervjuene be gjennomfgrt med 3 grupper pa 3, 3 og 4 lektorstudenter, med 1, 1 og 2
tilhgrere med lydopptaker. Studentene ble presentert oppsettet med at de skulle be-
svare tre spgrsmal tilhgrende hver oppgave med eksempelbesvarelser og at de skulle
diskutere seg imellom og komme frem til et samlet svar som de sa skulle skrive ned.

Retningslinjer:

Vi har konstruert ulike besvarelser til oppgavene fra arbeidskravet, noen er inspirert av
studentbesvarelser, mens andre har vi konstruert selvstendig,

Alle studentene pa gruppa ma dele sine tanker rundt speprsmalene nedenfor,

For hver oppgave, bli enige dere imellom og skriv ned svaret pa folgende sporsmal:

a] Hvordan forstar du oppgaven? Diskuter hva oppgaven ettersper.

b) Hvilket arsument er det sterkeste, op hvorfor?

¢] Hvilket argument er det svakteste, og hvorfor?

Figur 11 Oppgavene studentene fikk presentert og besvarte til hver oppgave

De fikk de samme tre spgrsmalene til hver oppgave, hvor det fgrste spgrsmalet var
«Hvordan forstar du oppgaven? Diskuter hva oppgaven etterspgr.». Hensikten med
dette spgrsmalet var a fa innsikt i studentene sine forstdelse av oppgaven og hva de for-
venter av en besvarelse til oppgaven. Det neste spgrsmalene var «Hvilket argument er
sterkest, og hvorfor?». Her var hensikten a skape diskusjon mellom studentene hvor de
matte legge frem sine tanker om argumentasjon ovenfor de andre studentene for a sam-
men kunne enes om hvilken eksempelbesvarelse de valgte. Vi hadde at de bare kunne
velg en eksempelbesvarelse for at de skulle matte diskutere selv om de mente de var like
sterke. Det siste spgrsmalet var nesten likt som nummer to, men endret fra sterkest til
svakest. «Hvilket argument er svakest, og hvorfor?». Grunnet til at vi hadde dette spgrs-
malet var for a se hva studentene sd pa som darlig argumentasjon, og hvilke kriterier
som kan knyttes til dette. Grunnen til at vi hadde disse spgrsmalene var ikke i seg selv a
finne ut hva studentene tenkte om dem, men for a legge opp til en diskusjon. Hvor vi sa
kan se pad hva de legger vekt pa i sin diskusjon sammen med medstudentene og hva som
skal til for at studentene skiller mellom god og darlig matematisk argumentasjon for a
identifisere deres kriterier.

3.4 Dataanalyse

Dataanalysen tar for seg hvordan vi har arbeidet med innhentet data fra gruppeintervju-
ene. Denne prosessen startet med transkripsjon av gruppeintervjuene, som besto av a
benytte UiO sitt transkripsjonsverktgy Autotekst (UiO, 2024). Her ble lydopptaket tran-
skribert automatisk til et rent tekstformat, men programmet skilte ikke mellom hvem
som snakket. Derfor matte transkripsjonene utbedres ved a legge inn hvem som snakket
og gjgre korreksjoner, der det hadde blitt feil. Dette ble gjennomfgrt av forfatterne og
studentmentoren nevnti 3.3.2. Vi arbeidet med ett gruppeintervju hver, hvor var hen-
sikt var & fa med mest mulig av det som skjedde med i transkripsjonen. Vi hadde altsa
kommenterte inn lengre pauser, ironi og latter. Dette ble gjort for a bevare mest mulig
av den informasjonen som ble uttrykt under gruppeintervjuene.

Var dataanalyse er en kvalitativ innholdsanalyse. En kvalitativ innholdsanalyse er byg-
get opp av bade kvantitative og kvalitative steg, og er mye benyttet innen «sosial

17



science» (Mayring, 2015, s. 365). Hovedtrekkene med kvalitativ innholdsanalyse er at
metoden legger opp til 4 redusere materialet til en sitter igjen med det essensielle. Den
legger ogsa opp til 4 gjgre data mer eksplisitt gjennom a skape helhetlig mening der en-
kelte setninger eller kommentarer kan vere usikre. Kvalitativ innholdsanalyse er ogsa
med pa a systematisere og skape struktur i materialet (Mayring, 2015, s. 373).

_.| Emne, teori, mal for analyse ‘

l

Definisjon for kategoriserings system
(hovedkategorier og underkategorier) fra
teori

l

Definisjon av retningslinjer for koding,
for alle kategorier: definisjoner,
eksempler og kodingsregler.

l

Gjennomgang av datamaterialet,
innledende koding, fullfarte eksempler,
kodingsregler

|

Revisjon av kategorier og kodingsregler
etter 10-50% av datamaterialet —

l

Analyse, hyppighet av kategorier og
— tolkning

Figur 12 Basert pd Mayring (2015, s. 378) sitt skjema over deduktiv innholdsanalyse (egen overset-
telse)

3.4.1 Kategorisering

Vi valgte a gjennomfgre en deduktiv form for kvalitativ innholdsanalyse med innslag av
induktive avgjgrelser. Det kom av at vi i tidligere forskning fant allerede utviklet katego-
riseringsskjema som hadde blitt benyttet i liknende forskningsprosjekt pa ungdoms-
skole elever (Liu et al., 2016). Nar en gjennomfgrer en deduktiv innholdsanalyse er det
viktig at kategoriene er tydelige, at en har konkrete eksempler og ryddige regler for ko-
ding. Selv om en har alt dette pa plass er det ikke sikkert kategoriseringsskjema passer
helt til materialet det er derfor viktig 4 se underveis om det er riktig & gjennomfgre noen
endringer. Deretter kan en analysere hele datagrunnlaget, fgr kan analysere hva dette
kan si og se ngyere pa enkelte deler (Mayring, 2015, s. 375).

[ vart arbeid med kategorisering av datamaterialet benytter vi ulike begreper som vi har
definert. Vi definerer en kommentar som det en person sier fgr en annen person prater.
Mens et utsagn kan besta av flere kommentarer, men omdreier seg om samme tema og
mening fra samme person. Et utdrag bestar av ett eller flere utsagn, mens en episode er
en meningsutveksling mellom flere personer som omhandler samme tema, det kan for
eksempel vaere diskusjon av en deloppgavene, eller sammenligningen av flere hvor de
setter de opp mot hverandre. Mens en sekvens er sammensetning av episoder som
dreier seg om samme oppgave.
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Vi utviklet fire retningslinjer for kodingen:

(1) Utsagn fra studentene som omhandler styrken eller svakheten skal kategoriseres. De
som ikke passer inn i skjema kategoriseres som IM.

(2) Etutsagn kan kategoriseres av flere kategorier.

(3) Legger til kommentar om utsagnet sier noe om styrken eller svakheten til argumentet.

(4) Etutsagn kan kun kodes innen en hovedkategori en gang innenfor en episode.

Etter a ha analysert ett av gruppeintervjuene med skjema over sa vi pa hvor godt kate-
goriseringsskjema klarte a dekke det studentene tok hensyn til nar de vurderte argu-
mentene i besvarelsen. Vi sa da at skjema ikke var helt dekkende og at kategoriserings-
skjema ikke fanget opp alt det studentene tok hensyn til. Det kunne for eksempel veere
kommentarer som «Den var kreativ», «Jeg synes C er lettere og forstaelig» eller «F er
mer generell». Det sd ogsa ut til at studentene tok hensyn til hvor generell besvarelsen
var, da studentene ofte forklarte at en besvarelse var darligere fordi den kun var et spe-
sialtilfelle. De uttrykte ogsa at en besvarelse var bedre fordi den var mer generell enn en
de sammenlignet med. Videre syntes studentene at en del av besvarelsene hadde mang-
ler da de ikke forklarte godt nok, altsa at besvarelsene skulle veert mer forklarende for at
det skulle vaere et godt argument. Derfor videreutviklet vi kategoriseringsskjemaet til
Liu et al. (2016) bade ved a fjerne kategorier som vi sd som irrelevante da de ikke var
benyttet av studentene. Og ved 4 legge til kategorier da vi fant at skjema hadde mangler.

_AF'Aksepterte pastander _GGGradavgenmd.'rtet IM lkke matematisk

RF1 Figurer AP1 Autoriteter AF1 Driekte ST Spesialtilfelle FO Farklarende
RF2 Narrativ AP2 Eksempler AF2 Generisk GE Generalisert
RF3 Numerisk AP3 Matematisk fakta AF3 Induktiv
RF4 Algebraisk AP4 Antagelse AF4 Rituelt
APS Mening AFS Dedulktiv

Figur 13 Videreutviklet kategoriseringsskjema

Det nye skjemaet bestar av fem kolonner, med de samme tre hovedkategoriene fra Liu et
al. (2016) i tillegg til «<ikke matematisk» og «grad av generalitet». Grunnen til at vi har
satt det opp slik er at vi ikke fant det passende i noen av de eksisterende kategoriene. Vi
vurderte a kategorisere kommentarer om spesialtilfeller som AP2 (Eksempler), men
valgte dette bort fordi spesialtilfeller blir av studentene sett pa som et svar pa oppgaven.
Mens vi tolker AP2 dithen at det er et spesifikt tilfelle som henviser til en pastand som
stemmer og bekrefter gyldigheten av denne pastanden. Videre har vi lagt inn IM (Ikke
matematisk) i skjema, Liu et al. (2016) holdt denne utenfor, men sa at studentene hen-
viste mye til at besvarelsene matte vere forklarende. Det at en besvarelse skal veere for-
klarende i seg selv er ikke noe matematisk sa denne ble plassert under IM.

Vivil her gi innsikt i hva vi legger i de ulike kategoriene og starter med kategoriene un-
der representasjonsform. For at noe skulle kunne kategoriseres for RF1 (Figurer) kom-
menterer studentene noe som omhandler figurative besvarelser som geometriske kon-
struksjoner, tabeller eller skisser. RF2 (Narrativ) er besvarelser bygget opp av ord, dette
kan veere lengre resonnementer eller kommentarer. RF3 (Numerisk) kategoriseres ved
at det er bruk av tall og utfgre operasjoner pa dem. RF4 (Algebraisk) er ndr besvarelsen
benytter bokstaver ril 4 regne med.
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Nar det gjelder kategoriene innenfor AP (Aksepterte pastander), gjenkjennes AP1 (Auto-
riteter) om bruken av autoriteter som sitt grunnlag for at pastanden stemmer. AP2 (Ek-
sempler) fremkommer ved at det henvises et spesifikt tilfelle som skal understreke et
poeng. AP3 (Matematisk fakta) handler om bruken av matematiske regler, identiteter,
definisjoner eller aksiomer. AP4 (Antagelser) kommer frem ved at besvarelsene bygger
pa antagelser, eller benytter det i besvarelsen. AP5 (Mening) gjenkjennes ved at besva-
relsen inneholder egne tanker som ikke har noe faglig grunnlag.

Kategoriene innenfor AF (Argumentasjonsform) handler om hvilken mate argumentene
er bygd opp pa. AF1 (Direkte) kommer frem ved at man ikke viser hvorfor en pastand
stemmer, men bare sier det rett frem at det stemmer. AF2 (Generisk) kommer frem ved
at man gjennom et spesifikt eksempel forklarer det generelle man gnsker a vise. AF3 (In-
duktiv) gjenkjennes ved at gjennom kun noen eksempler hevder man at det stemmer for
alle. AF4 (Rituelt) kommer frem nar en benytter seg av matematiske regler uten a vite
hvorfor, men kun hvordan. AF5 (Deduktiv) er nar ut fra et premiss med stegvise logiske
slutninger kommer frem til en konklusjon.

Vi har kodet ST (Spesialtilfeller) der studentene kommenterer pa om at det er mangel pa
generalisering og at det bare henvises til en spesifikk lgsning. Tilsvarende har vi kodet
det studentene kommenterer om at det er mangel pa generalitet eller bruk av generelle
uttrykk som GE (Generalisert). FO (Forklarende) har blitt kodet ved a se pa der studen-
tene kommenterer pa at argumentet kommer tydelig frem, eller er mangler i hva som fo-
regar i besvarelsen.

Vi gjennomfgrte analysen med a se pa hva studentene kommenterte i besvarelsene og
kodet utsagnene ut ifra det. Vi sa altsa ikke pa selve argumentasjonen som studentene
benyttet ovenfor sine medstudenter for a fa frem hvilken de mente var sterkest, men vi
sa pa hvorfor de mente den eksempelbesvarelsen var sterkest. Vi valgte a fargekode ut-
sagnene til studentene ved at hver hovedkategori fikk sin egen farge. For 4 gi innsikt i
hvordan vi har kodet utsagnene viser vi her eksempler hentet fra de ulike hovedkatego-
riene.

Eksempel pa kategorisering av RF (Representasjonsform):

Oppgave 1 [05:49]

Gia: Ja. D og A. | EENKGRSERNE

Eva: Mhm

Gia: Tegning er koselig.

Gia: F
Eva: Det tok meg dritlang tid a skjgnne poenget.
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Figur 14 Eksempelbesvarelse til oppgave 1b hvor man skal vise at 2 x + 2 = 2(x+1)

Her har tredje mann pa gruppen akkurat sagt at han synes besvarelse D er sterk, da Gia
sier at hun er enig, men at hun ogsa synes det om A. Gia uttrykker at hun liker tegninger
da de kan veaere en fin mate 3 vise frem bevis pa, mens Eva synes det kan vaere vanskelige

a forsta dem. Selv om Gia sier at hun synes de er vanskelig a konstruere, har hun ikke
noe imot bruk av figurer. De har altsa ulike meninger om bruken av tegning og vi har
derfor kodet dette som RF1 to ganger. En for meningen til Gia og en for Eva. Selv om vi
har markert Gia sine tre kommentarer blir likevel dette telt en gang da det inngar i det
samme utsagnet, siden Gia er bare en mening delt opp i tre kommentarer.

Eksempel pa kategorisering av AF (Argumentasjonsform):

gfu_c{am{‘ D
1\‘;, h Vvire gf/cm{‘a_lﬂ, n=2n ,hé?

nox ko hvor Kowe £ oddetall kan da
(Uustreres V}i[hf areal nek

ewm

s w8

P2 s~ R . . {’.
par n o ourtall kax h{;l‘& doley | To Like store dele

®
-

Altse ~d hxk vare cffzarrfa[f siden
det Kan deles o T o fo et hﬁfﬁai((mxlc}

Figur 15 Eksempelbesvarelse D til oppgave 2.
Oppgave 2 [28:34]

Eva: Jeg synes den tegningen var verst.
Gia: Du gjorde det?

Eva:
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Gia: Nei, kanskje ikke.

Eva: Jeg ser bare en tegning som pa en mate stemmer litt med det
han sier, men ikke er nok til at jeg overbevist om at den pa-
stand faktisk stemmer. Det er sdnn du gjgr ndr du bare i siste
liten ma skrive noe.

Gia: Men hele det her er jo 2m, og sa...
Eva: Ja, for det er det jeg og tenker, den er veldig darlig presisert.

Dette kodet vi som AM2 (Generisk), da Eva kommenter pa hvordan besvarelsen er frem-
lagt og bygger opp argumentasjonen i besvarelsen. Her kunne en tenkt at det skulle veert
kodet under RF1, da hun underveis sier at det er tegnet for darlig, men hun er ikke nega-
tiv kun tegningen, men maten det argumenteres pa. Det kommer frem i den siste kom-
mentaren hvor hun sier at «den [besvarelsen] er veldig darlig presisert.» Hun kommen-
terer altsa pa maten argumentasjonen i besvarelsen er bygd opp og ikke det kun teg-
ningen (figuren). Vi landet derfor pa a kategorisere dette som AF2, da hun mener det
ikke er et godt nok generisk eksempel.

Et eksempel til hvordan vi har kodet som AP (Aksepterte pastander) er fra utdraget:

Studene C

: ’ otV s o€

.! [’;@{ﬁf Qs é\it’;hr"-\ﬁff@ﬂ"v“f (v ™& Man matd Fm’f
| | * i

ek ukenthe pocan resen ek alle el Tnnen s

Porantesen, aks<:  Ux+l) = It

Figur 16 Eksempelbesvarelse C til oppgave 1.
Oppgave 1 [7:39]

Helen: Hva synes du?

Jane: Jeg vet faktisk ikke helt. Jeg liker godt A.

Helen: Jeg synes det var en kreativ og fin lgsning.

Jane: Sd liker jeg C, at de sier dette med distributive lov, men kan-

skje at de kunne vist et lite mellom ledd der. Samtidig som...

Helen: Hvis de liksom hadde gjort det (peker pa C) og sa det (peker
pa B).
Ian: Da hadde det veert perfekt.

Her har studentene diskutert seg igjennom de ulike besvarelsene, og nd gnsker de a
lande pa hvilken de synes er sterkest. Jane forteller da at hun liker eksempelbesvarelse
C, ved at den nevner dette med den distributive lov. Hun referer altsa til det matema-
tiske regelen, som vi da kodet som AP4. Selv om den viser styrke ved a vise til
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matematiske regler, synes Jane den har svakheter ved at den mangler noen mellomledd.
Hun synes den altsa skulle hatt mer forklaring.

Det var flere steder studentene etterlyste mer forklaring, som ved utdraget under hvor
studentene diskuterer eksempelbesvarelse B (figur 18) til oppgave 3b (figur 17). Her tar
vi for oss hvordan vi kodet dette som FO (forklarende).

OPPGAVE 3.

a) Vis at alle primtall sterre enn 3 kan bli skrevet pa formen 6k + 1 eller 6k + 5, for

ikke-negative heltall k.

b) Vis at folgende pastand enten er sann eller usann: "Hvert tall som kan bli skrevet pa
ormen 6k + 1 eller 6k + 5 er primtall”.
fi 6k + 1 eller 6k + 5 tall

Figur 17 Oppgave 3

Sruden: B

:’)\J VSN, Stden 66 e e €At PrImball

Figur 18 Eksempelbesvarelse B til deloppgave b).
Oppgave 3 [43:34]

Camile: Da blir det B pa den, viser ikke hvorfor 65 ikke er primtall
eller viser hvordan de har kommet frem til 65.

Bent: Ja enig, egentlig selv om pa en mate er lett d tenke seg nar en
har det foran seg.

Camile: Men det er jo det vi ikke skal gjgre nar vi har bevis da. Sa da
skal vi jo ...

Alma: Viser heller ikke ... (mumler mens hun skriver ned pa
svarark)

Her har studentene diskutert og kommet frem til at de skal svare B pa det siste delspgrs-
malet om hvilken besvarelse som er svakest. I utdraget over legger de frem hvorfor de
mener B er svakest. Camile mener det kommer av at besvarelsen ikke viser noe om
hvorfor 65 ikke er et primtall eller hvor den har fatt svaret fra. Besvarelsen mangler
altsa forklaring.

Videre viser vi et eksempel pa hvordan vi har kodet et utdrag som GG (Grad av generali-
tet). Her ser studentene pa eksempelbesvarelsene til oppgave 1 og tar sa for seg 1E.
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Studenst: E

I x=5 ¢+ 2(5+1)= 9.6 =12
29 + A= 10492 =42

Figur 19 Eksempelbesvarelse E til oppgave 1.
Oppgave 1 [5:58]

Jane: E da. Der viser den jo at...
Helen: Spesialtilfeller?
Jane: Ja, sa vi gir jo motbevis pa at den A er feil,

Ian: Ja.
Helen: Ja, det mangler jo litt av en fin begynnelse og sann.

Spesialtilfelle er ifglge Jane ikke et godt nok svar for a vise at besvarelsen alltid stemmer,
da den viser at bare den ene tilfellet er riktig. Vi kodet dette som ST (Spesialtilfeller)
bade fordi det blir nevnt med ord, men ogsa fordi de kommenterer pa at pastanden som
besvarelsen kommer med ikke alltid stemmer ut ifra det den har uttrykt.

3.4.2 Dybdeanalyse

Etter at kategoriseringen var gjennomfgrt sa vi pa hva som gikk igjen og hva som utpre-
get seg i hver av kategoriene. For a fa bedre innsikt studentene sitt forhold til kriteriene
sine har vi sett naermere pa hvordan studentene benytter kriteriene. Derfor har vi sett
naermere pa oppgave 1 og 7. Vi valgte oppgave 1 fordi den var den oppgaven som hadde
flest utsagn, og inneholdt mange ulike representasjoner blant eksempelbesvarelsene.
Oppgave 7 ble valgt fordi den den ogsa hadde mange utsagn i tillegg var dette en opp-
gave hvor studentene ikke var helt trygge matematisk. Oppgave 7 hadde ogsa mange
ulike representasjonsformer blant eksempelbesvarelsene og la derfor opp til mye disku-
sjon rundt dette for studentene. Det var ogsa andre mer spesifikke episoder blant noen
av de andre oppgavene som var meget interessante og dannet et godt bilde pa vart hel-
hetsinntrykk fra intervjuene. Derfor valgte vi ogsa a se naermere pa disse episodene.

3.5 Palitelighet og Gyldighet

Var studies palitelighet handler om hvor vidt vare resultater kan reproduseres under
lignende forhold av andre forskere. Dette vil avhenge av at dataen er riktig og ikke av-
henger av tilfeldigheter og det er kjent at det er vanskelig a reprodusere kvalitativ forsk-
ning da forholdet mellom forsker, forskningsfelt og mennesker vil veere ulike og i kon-
stant utvikling (Postholm & Jacobsen, 2018). Derfor har vi valgt 4 gjennomfgre analysen
var metodisk ved en kvalitativ innholdsanalyse. Innholdsanalysen var inneholder be-
grunnede kategorier, eksempler og kodingsregler slik at det skal veere minst mulig rom
for egne tolkninger og at rammene er mest mulig like for ulike forskere som gnsker a
gjennomfgre et lignende prosjekt. Likevel vil veer forsker ha sin pavirkning pa deltagere
under intervjuer. Derfor har vi forsgkt 8 minimere individuell pavirkning og
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tilfeldigheter ved at gruppeintervjuene ble giennomfgrt minimal interaksjon mellom in-
tervjuer og studenter, hvor vi kun var deltagende i oppklarende spgrsmal. Vi valgte d ha
minst mulig interaksjon underveis for at gruppe seg imellom skulle fa lik behandling, og
for at en kan gjenskape det med de samme forutsetningene.

Vi har ogsa tatt ulike valg for a styrke studiens gyldighet. Gyldighet kan deles i to under-
grupper kalt indre og ytre gyldighet. Indre gyldighet handler om hvordan studien maler
det vi faktisk gnsker a male. Altsa at det er en sammenheng mellom analyse, begreper,
teori og virkeligheten (Postholm & Jacobsen, 2018). [ vart tilfelle handler det om a kunne
fa svar pa hva studentene benytter av kriterier ndr de bedgmmer matematisk argumen-
tasjon. Far a svare pa dette har vi valgt 4 giennomfgre intervjuer og se pa hvordan stu-
dentene benytter sine kriterier. En kunne tenke at vi kunne spurt studentene direkte
hvilke kriterier de benytter nar de bedgmmer argumentasjon, men vi da hadde vi ikke
fatt sett hvordan de benytter dem i praksis. I tillegg kan det tenkes at de selv ikke er klar
over hvilke kriterier de stiller til at argumentasjonen skal oppfattes som god. Derfor har
vi valgt 4 se pa det implisitt ved a observere hvordan studentene benytter kriteriene.
Kriteriene som studentene har, kommer heller ikke eksplisitt frem i et intervju, men de
kan komme til syne ved a se pd hva som gar igjen kommentarer fra studentene anga-
ende besvarelsene. For a klare a analysere kommentarene til studentene, har vi gjen-
nomfgrt en kvalitativ innholdsanalyse. Innholdsanalysen gjgr at vi legger opp til @ male
likest mulig hver gang, og at andre har mulighet til 4 giennomfgre det samme. Det er hel-
ler ikke sikkert studentene har de samme kriteriene til ulike oppgaver, derfor har vi be-
nyttet flere forskjellige oppgavetyper med ulik oppbygning og fremgangsmater.

Ytre gyldighet handler om hvordan resultatene fra studien er overfgrbare (Postholm &
Jacobsen, 2018). Far var studie vil denne ha noe svekket ytre gyldighet da vi ser pa en
enkelt case, med var kvalitative metode, som tidligere forklart vil dette kunne gi varie-
rende resultater, men var metode og undersgkelsesmetode skal vaere sa godt forklart at
det kan benyttes av andre forskere som gnsker a undersgke det samme.

3.6 Etiske betraktninger

Gjennom var studie har vi arbeidet for at vart prosjekt ikke skal negative innvirkninger
pa studentene i emnet vi har samarbeidet med. Vi har derfor lagt det opp slik at prosjek-
tet ikke spiller inn pa studentene sine oppnaelser i faget. Dette har blitt gjennomfgrt ved
at alle studentene deltok pa den skriftlige prgven, da den var et eksamenskrav. Under
gruppeintervjuene hadde alle studentene som ikke deltok mulighet til 4 jobbe i grupper
med de samme oppgavene som vi benyttet under intervjuene uten at det ble gjort lyd-
opptak. De som ikke gnsket a delta i studien hadde altsa like muligheter, det ble bare
ikke samlet inn data fra disse studentene. Alle studenter fikk utdelt et samtykkeskjema
skriftlig som de fikk anledning til 4 se over a skrive under pa uten oss til stede, slik at
ingen skulle fgle noe press til a delta.

For at anonymiteten til studentene skal veere ivaretatt har vi gjennomfgrt flere tiltak.
Dette startet med at de skriftlige prgvene ble anonymisert med pseudonymer etter at de
hadde blitt levert inn. Listen med navn og pseudonymer har blitt oppbevart trykt pa UiA
sin passordsikrede server. Dette er vanlig praksis for a holde alle deltagere i studien
anonyme. Siden vi benyttet studentbesvarelser til inspirasjon av eksempelbesvarelsene
under intervjuene ble disse omskrevet slik at ingen studenter skulle kjenne igjen hand-
skriften eller ordlyden til seg selv eller andre studenter. Videre er all var innsamlede
data lagret pad universitets passordlagrede servere. Prosjektet har ogsa i sin helhet blitt
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godkjent av Sikt, i forhold til godkjennelse om at personopplysninger til forskningsdelta-
gere er ivaretatt.

Vi har i utarbeidelsen av denne oppgaven benyttet ulike KI-verktgy til ulike formal. Som
nevnt benyttet vi UiO sin Autotekst til 4 lage et fgrsteutkast til transkripsjonen (Auto-
tekst, 2024). Vi har ogsa tatt i bruk OpenAl sin GPT 4 (OpenAl, 2024) til sprakvask, set-
ningsoppbygging og for a finne synonymer. Slik at teksten skal fa en best mulig flyt.
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4 Resultater fra analyse

Resultatene var bestar av vare funn fra den kvalitative innholdsanalysen. Vi presenterer
fgrst hvordan fordelingen av de ulike kategoriene er gjennom alle oppgavene. Deretter
har vi sett neermere pa hvordan disse kategoriene kommer frem nar studentene benyt-
ter sine kriterier i bedgmmelsen av eksempelbesvarelsene.

4.1 Oversikt

Her presenterer vi hvordan utsagnene fra studentene fordeler seg i de ulike kategoriene
og hvordan de fordeler seg pa de ulike oppgavene. Antall utsagn som studentene kom
med varierte fra oppgave til oppgave, som kan ses i oversikten fra figur 19. Studentene
har flest utsagn som har blitt kodet i oppgave 1, mens det er faerrest til oppgave 3 og 8.
Vi ser at antall utsagn kan ha en sammenheng med hvor mange eksempelbesvarelser det
er til de respektive oppgavene. Dette er ogsa naturlig da studentene kommer med noen
utsagn til hver eksempeloppgave.

Oppgave 1 Oppgave 2 Oppgaved Oppgaved Oppgave 3 Oppgave@ Oppgave7  Oppgave 8
Utsagn 79 42 20 36 26 30 47 22
Eksempelbesvarelser 7 4 a* 5 3 2 4 3

Figur 20 Antall utsagn kodet til de ulike oppgavene, uavhengig av kategori.

Gjennom innholdsanalyse har vi ogsa laget Tabell 1 hvor vi ser fordelingen av antall ut-
sagn studentene hadde som faller inn under de ulike kategoriene.

Tabell 3 Fordeling av utsagn kodet innenfor de ulike hovedkategoriene.

AP Aksepterte pastander

GG Grad av generalitet 38
IM Ikke matematisk 112
Totalt 302

Det som kommer frem her at studentene kommenter aksepterte pastander oftest, deret-
ter representasjonsformer og feerrest ganger argumentasjonsformer. Den stgrste hoved-
kategorien av kommentarer er likevel de som ikke matematiske. Dette gir bare et stgrre
bilde med hovedkategoriene, men det viser til en viss grad hvor ofte studentene gir ut-
sagn som omhandler ikke matematiske aspekter ved bedgmmelsen av argumenter. For a
fa bedre innsikt i hvilke spesifikke kategorier som gar igjen har vi satt sammen skjema
(Figur 21) under.
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Tabell 4 Antall utsagn i de ulike kategoriene.

AF1 Driekte 10
AF2 Generisk eksempel 3
AF3 Induktiv 0
AF5 Rituelt 0
AFG Deduktiv 25
ST Spesialtilfeller 19
GE Generalisert 15
Forklarende 30
IP I[kke passende 82
totalt 302

Som det kommer frem av tabellen varierer det i stor grad hvor mange utsagn som blir
kodet innenfor de ulike kategoriene. Innenfor representasjonsformer ser vi at det flest
utsagn om figurer baerer preg av negativ omtale. Studentene omtaler dem som «fine» og
«kreative», men at de ikke argumenter sa godt. Her virker det som det er variasjoner i
hvordan de forholder seg til figurene i lys av argumentasjon. Selv om det er en god del
feerre utsagn om algebraisk form er disse i stor grad i positiv forstand, da de mener det
styrker besvarelsene. Dette kommer ofte i kombinasjon med at studentene sammenkob-
ler det med at besvarelsen er generalisert.

Mens innenfor aksepterte pastander, er det flest utsagn som omhandler matematiske
fakta, hvor disse bade henviser til styrker og svakheter ved argumentasjonen. Studen-
tene tar altsa mye hensyn til bruk av matematiske regler, identiteter og definisjoner nar
de bedgmmer argumenter. Studentene har ogsa mange utsagn om antagelser hvor dette
i stor grad er knyttet til hvordan studentene synes det mangler i besvarelsene, enten ved
at de ikke begrunner antagelsene sine eller at det er mangler pa antagelser i premisset
til besvarelsen.

Nar det kommer til argumentasjonsformer, kommer det flest utsagn om deduktiv me-
tode fra studentene. Disse gar hovedsakelig pa at de synes besvarelsene som er bygd
opp deduktivt er «tydelige» og «lette a fglge». Mens utsagnene som vi har kodet som di-
rekte hovedsakelig handler om at studentene ser svakheter ved argumentasjonen, da de
ikke gir noen forklaring som studentene ofte etterspgr. Studentene kommer ogsa med
noen fa utsagn om generiske eksempler. Disse handler om at eksempelbesvarelsene var
pa god vei til 4 vaere generiske eksempler, men manglet tilhgrende tekst for a bli et full-
verdig generisk eksempel. Videre ser vi at ingen av utsagnene som studentene kommer
med har blitt kodet som rituelt eller induktiv. Dette kan komme av eksempelbesvarel-
sene vi har benyttet gjorde at studentene kom med utsagn om andre aspekter som at det
er mangel pa forklaring, eller spesialtilfelle.

Studentene kommer med like mange utsagn om spesialtilfeller som de gjgr om at noe er
generalisert. Spesialtilfeller kommer frem i de tilfellene hvor besvarelsene viser bare en
konkret lgsning, og studentene ser dette som en svakhet ved argumentasjonen. Mens de
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besvarelsene som er generalisert legger de det frem som en styrke i argumentasjonen.
Studentene var raske med a papeke om en eksempelbesvarelse var et spesialtilfelle og
da sette den som det svakeste argumentet. Mens i tilfellene hvor det var generalisert ble
raskt fremhevet og i enkelte tilfeller vurdert som sterkere selv om det generelle ikke
hadde noe med oppgaven.

Den stgrste hovedkategorien ikke matematisk har vi delt i to med ikke passende og for-
klarende. Vi har kodet 30 av utsagnene under forklarende, er gnsker studentene i stor
grad mer forklarende argumenter, da de inneholder for lite informasjon slik de star. Den
stgrst kategorien er ikke passende som inneholder alle utsagn fra studentene som ikke
passer inn i de andre kategoriene. Blant disse er det gjennomgdende hgy bruk av adjek-
tiver som begrunnelse til at et argument er bedre enn et annet.

4.2 Anvendelse av kriterier

For a fa en dypere forstaelse av studentene bedgmmer argumentene har vi sett neaer-
mere pa hvordan studentene sine utsagn anvender kriteriene i bedgmmelsen argumen-
tene. Her valgte vi 4 se nzermere pa oppgave 1 og 7. Vi starter med a presentere funnene
vare fra oppgave 1, ved a trekke frem ulike utdrag som gir innsikt i studentene sine kri-
terier. Vi ser fgrst pd noen utdrag som er representative for studentene sine utsagn om
representasjonsformer. Deretter tar vi for oss hvordan studentene diskuterer nar de
kommer med utsagn om aksepterte pastander, argumentasjonsformer, forklarende og
grad av generalitet innenfor oppgave 1. Fgr vi s ser pa funnene fra oppgave 7 pa en til-
svarende mate som i oppgave 1. Vi har ogsa sett nzermere pa andre noen episoder fra
andre oppgaver som var interessante, da de tar for seg noen andre aspekter ser ut til &
pavirke studentene sine Kriterier. Dette er aspekter som studentene sine forkunnskaper

0g

4.2.1 Oppgave 1

Oppgave 1 var oppgave som studentene var trygge matematisk og alle var sikre pa hva
som var det riktige svaret pa selve oppgaven. Derfor gikk mye av diskusjonen i hvilken
av eksempelbesvarelsene som hadde det sterkest og svakest argumentet. Oppgaven leg-
ger opp til at besvarelsen skal vise hvilken av pastandene som stemmer, sa fokuset til
studentene ble pa hvilken som viste dette best.

OPPGAVE 1.

Student A hevder at 2{x + 1) = 2x + 1 og student B hevder at 2(x + 1) = 2x + 2.
a) Hvilken student har rett?
b) Vis at valgt student har rett ved a gi to matematiske argimenter.

¢] Vis at den andre studenten tar feil ved a gi ett matematisk argument.

Figur 21 Oppgave 1
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Figur 22 Eksempelbesvarelse A til oppgave 1.
Gruppe 2 [5:46]

Eva: Jeg synes ogsa student D sin er ganske sterk.
Gia: Ja.D og A. _

Eva: Mhm.

Gia: Tegning er koselig.

Eva: Jeg synes de er vanskelige,
Gia: F

Eva: Det tok meg dritlang tid a skjgnne poenget.

Her diskuterer Eva og Gia oppgave 1, hvor Gia foretrekker D og A, og A fordi hun liker
tegninger. Det er altsd ikke noe spesifikt i besvarelsen hun referer til, men kun generelt
om at hun foretrekker den besvarelsen fordi den inneholder tegning (figurer). Dette er
motsetning til Eva som utrykker at hun synes tegninger er vanskelige, men at hun kan
forstd at andre synes de er nyttige. Grunnen til at hun synes de er vanskelige virker a
vere fordi hun ma bruke tid pa a sette seg inn i dem. Studentene diskuterer ikke hvorfor
tegning er bra eller darlig i denne besvarelsen, men benytter heller sine forutinntatte
holdninger til figurer (tegning) for & argumentere for hvilken besvarelse som har det
sterkeste argumentet.
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Figur 23 Eksempelbesvarelse 1E
Gruppe 2 [11:00]
Gia: Det er et matematisk argument.

Eva: Nei, jeg synes ikke det. Egentlig.

Gia: —
Eva:
Han har jo pa en mate bevist noe, men den har

ikke sagt hvorfor, eller forklart noe mer hvorfor er dette et
partall, hvilken student er det som har det?

Gia: Hvorfor skal den si at det er et partall? Det her er jo ogsa en
mate 3 forsta at man trenger ikke a vise at det er et partall
for & vise at det blir det.

Frank: Han viser jo bare at 2(x + 1) blir 2 x + 2, algebraisk. Det er jo
det oppgaven er.

Studentene diskuterer senere eksempelbesvarelse 1E, her er studentene uenige hvor
godt besvarelsen argumenterer. Eva synes besvarelsen burde forklart tydeligere hvorfor
2(x+1) er et partall, mens Gia er uenig da det ikke er det oppgaven spgr om, og at en der-
for ikke skal trenge a skrive masse for at besvarelsen skal inneholde argumenter. Eva
anerkjenner at en ikke skal matte skrive masse for at det skal veere et argument. Likevel
synes hun argumentet krever mer forklaring fgr hun aksepterer det. Her kommer det
altsa inn pa hva som er aksepterte pastander og ikke, for Eva er ikke 2(x+1) her gitt at
det er partall. Selv om de er uenige i hva som er aksepterte pastander er de enige om at
det finnes andre aksepterte argumentasjonsformer enn narrative. Dette understreker
ogsa Frank som avslutter dette utdraget med & si at argumentet til studenten er algebra-
isk. Videre ser vi det samme som i det fgrste utdraget ved at man benytter sine forutinn-
tatte holdninger til representasjonsform nar en bedgmmer oppgavene.



Gruppe 3 [5:16]

Helen: Ja.Sa D...

. Fordi da er det tydelig at man ser pa det, det er to paren-

teser det er det samme som pa en mate.

Ian:

Jane: Det viser jo det samme, men pa en annen mate. I stedet for a
gange inn sa viser du at du har to parenteser som du legger
sammen.

Ian: Det er tre av dem som jeg synes er fine. Det er pa en mate A,

og sa er det D. Og sd synes jeg C er en grei ogsa, selv -
AR MBOAMERN - c:c: b3 cn mie
en av de sterkere, siden... Dette er ikke bare en oppgave der

man skal regne ut, dette er en oppgave man skal forklare. Sa
det er pa en mate etter konteksten.

men ndr oppgaven spgr etter at du skal forklare det, sa
blir det pa en mate satt fokus pa andre ting da.

Jane: Det spgr ikke om [forklar], det star vis.
Helen: Sa star det jo matematiske argumenter.

Her kommer de forutinntatte holdningene til syne i lan sin andre kommentar i utdraget.
Han forteller at han foretrekker besvarelser som svarer algebraisk. Ian sier sin fgrste
kommentar at han foretrekker D pa grunn av hvordan symbolbruken far tydelig frem
stegene, sd her knytter han bruken av algebra sammen med hvorfor den er sterk. Mens
han litt senere, nar han snakker om besvarelse C, savner han symbolbruken, men at den
har andre sterke siden som at den forklarer godt.

Nar vi ser pa utsagn kodet som aksepterte pastander kommer det frem av kategorise-
ringsskjema at de hovedsakelig er knyttet til matematisk fakta. Dette kommer frem blant
annet i dette utdraget fra gruppe 3.

Studene C

\ L}@lﬁf duny &ISUT‘Qw«wﬁ lov M Man mu\‘wﬂs,{re
ukm tkk&\ﬂﬁ' Peran @SN ﬂ"{ag\ albe. £l Tanen ﬁm
P(A:"-ml"\mr'l. %L-L'f}«j: Q‘(X"f{) o= :.Qj‘f'fi

Figur 24 Eksempelbesvarelse C til oppgave 1.
Gruppe 3 [7:39]
Jane: Jeg vet faktisk ikke helt. Jeg liker godt A.

Helen: Jeg synes faktisk at vi har en kreativ fin Igsning.
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Jane: Sa liker jeg C at de sier dette om den distributive lov, men
kanskje at de kunne vist et lite mellom ledd der. Samtidig

som...
Helen: Hvis de liksom hadde gjort det (peker pa C) og sa det (peker
pa B).
Ian: Da hadde det veert perfekt.

Over kan man se at Jane liker eksempelbesvarelse 1C da den henviser til den distributive
lov. Gruppen synes likevel at dette ikke holder i seg selv og at besvarelsen burde vist
mer av utregningen. Helen foresldr derfor at en burde slatt sammen B og C, hvor B inne-
hold kunne algebra, med C som kun hadde skriftlig forklaring. Studentene er altsa enig i
at en besvarelse med kun fakta ikke er nok, men at den ma vise og forklare for at den
skal ha det sterkeste argumentet.

Nar det gjelder disse matematiske faktaene som studentene kommer med utsagn om, fo-
kuserer de pa hva man kan forvente av forkunnskaper til dem som skal lese besvarelsen.
Altsa hvilke pastander ma man begrunne og hvilke kan man ta for gitt at leseren skal
kunne. Dette diskuterte studentene flere ganger og her under fra gruppe tre som disku-
tert oppgave 1c, ender pa at det beste argumentet er den flest kan forsta.

(c)

Sycadenr €
Stsdewr €

G x =S
9 (x+4) =2Zx A
2(544) =251

72 -6 = A0+ 14
12 =11

_Sudene €

& (K,\,J(} = 9&4*’(
Ao b sidend. Gn e vere (e
E@O&j S Q\{Xi"(} N Ga
Qe ad = oddaf4lf

Figur 25 Eksempelbesvarelser til oppgave 1c.
Gruppe 1 [15:05]

Alma: Jeg vil si at F er mest tydelig. Vis at sidene ikke er like.

Camile: Ja, og da trenger du jo ikke noe for. Ja, det er ikke for vanske-
lig 4 forsta da, men der ma du jo pa en mate skjgnne at 2x
pluss 1.

Alma: Pa E ma du skjgnne.
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Camile: Du ma skjgnne hva som er partall og oddetall pa en mate. Ok
enig. Sa F er lettere a forsta for flere mennesker.

Bent: Enig.

Altsa mener studentene at den sterkeste eksempelbesvarelsen den som krever lavest
niva av forkunnskaper. Studentene kommer her frem til at det a vite hvordan partall og
oddetall skrives krever mer kunnskap enn a se at motbeviset i 1F viser at det blir feil, da
den kun inneholder enkle regneregler.

Studentene kommenterer lite pa argumentasjonsformene, men kommer med enkelte ut-
sagn.

Gruppe 3 [3:12]

Eva: Men den var heller ikke sa dum. Den viser jo veldig ngye ak-
kurat alle stegene, hvorfor.

Frank: Ja, ja.

Eva: For den her, hvis ikke du...

Frank: Det er jo bare en regel.

Eva: Hvis ikke du kan algebra veldig godt, pa den her...
Gia: Ja...

Her i det fgrste utdraget presiserer de hvordan eksempelbesvarelse 1D legger frem alle
stegene veldig ngye. Her tolker vi det dithen at studentene setter pris pa den deduktive
fremgangsmaten i besvarelsen, hvor de stegvis gar fra premisset til konklusjonen. De
sammenligner 1D med 1B som de finner svakere, da 1B bare har benyttet en regel uten a
vise noe stegvis eller noe annen form for forklaring. En annen gruppe kommenterer pa
hvordan eksempelbesvarelse E kun viser for en bestemt verdi og hvordan bevisniva det
er.

Gruppe 1 [10:23]

Camile: Ja. Viser det bare om x er 5.
Bent: Og hva heter det na igjen?
Camile: Naiv empirisme?

Bent: Det var det det var.

Det kommer frem ved studentene kommenterer at 1E bare viser for en enkelt verdi. De
drar ogsa inn naiv empirisme som niva for bevisfgring, da eksempelbesvarelsen bare vi-
ser direkte til et spesialtilfelle og godtar det da det oppfyller det en gnsker. Studentene
har i emnet hatt om de ulike bevis nivaene til Balacheff (1988), men dette er den eneste
kommentaren som trekker frem dem.
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Studentene etterlyste ved flere tilfeller at eksempelbesvarelsene burde vart mer forkla-
rende. Her presenterer vi studentene sitt fgrste med eksempelbesvarelsene og far deres
umiddelbare reaksjon, hvor de kommenter pa de tre fgrste eksempelbesvarelsene.

S4udens A
1 - -~ 8
A Lx x4) Qx + 2
Stden: B

A{vxA) = Qxara4 = Ax +2

Studene C

kedek  wabndss  Peran #5300 Y

1 J & T 3 N 0
Peranlésen, alxsa Al xal) = alwetld

Figur 26 Eksempelbesvarelser A, B og C til oppgave 1.
Gruppe 3 [1:15]
Helen: Her er det en som har vist med blokker. Det var veldig fint.
Intervjuer: Alle de besvarelsene der er bare til oppgaven b (1b), altsa.
Jane: Den fgrst viser det jo veldig visuelt.

Ian: Da kan jeg pa en mate tenke x som en lengde, ja. Sa det er jo
en smart mate a gjgre det pa.

Jane: Det viser jo det etter det siste stemmer, da. Student B viser jo
det samme, bare den ganga inn i parentesen. Ja, mer algebra-
isk.

Ian: Men jeg synes pa en mate ikke at det forklares mye. Det er pa

en mate... Det er et svar pa oppgaven, men samtidig sa... Det
er pa en mate... Ja, de gir riktig svar. Men jeg fgler ikke at det
forklarer hva elevene har tenkt. Det er bare a vet at den
distributive loven gjelder, da.

Jane: Men den viser jo pa en mate det via den loven, da. Man
kunne kanskje skrevet ogs3, for eksempel, at den... Ja, viser
at ved den distributive loven s er det dette som stemmer.
Og det er jo egentlig C, da.

Forslaget deres er at den algebraiske besvarelse burde hatt en skriftlig forklaring pa
hvorfor den hadde gjort, og at dette ikke kommer godt nok frem gjennom det algebra-
iske argumentet. lan etterlyser altsa forklaring for hvorfor det student B sitt svar gjgr
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som det gjgr selv om operasjonen i seg selv er riktig matematisk. Til gjengjeld mener de
at det samme gjelder om den geometriske besvarelsen 1A da de mener den forklarer
godt visuelt. Jane anerkjenner at besvarelse 1B pa et vis har vist den distributive loven
algebraisk, men at de kunne presisert dette ved 8 kommentere det narrativt. Det er altsa
ikke nok at pastanden er matematisk korrekt for a at det skal besvare oppgaven i deres
gyne. Det trengs ogsa en forklaring til hvorfor de gjgr som de gjgr, her etterlyst ved et
narrativ. Det samme snakker gruppe 2 om:

Gruppe 2 [3:12]

Eva: Men den var heller ikke sa dum. Den (1A) viser jo veldig
ngye akkurat alle stegene, hvorfor.

Frank: Ja, ja.

Eva: For den (1B) her, hvis ikke du...

Frank: Det er jo bare en regel.

Eva: Hvis ikke du kan algebra veldig godt, pa den her...

Gia: Ja...

Eva: ... sa er jo ikke den sa lett. Da ma du jo vite at du skal gange 2
med begge leddene.

Gia: Ja.

Eva: Da ma du kunne det, pa en mate.

Gia: Ja, men jeg fgler sann, pa vart niva sa bgr man kunne det.

Men, selvfglgelig. Det er jo fint 3, for a vise liksom til... Eh...
Hvis man skal bevise for folk som ikke kan algebra ellers, sa
ville jeg si student D er inne pa det, liksom.

Her diskuterer de at det er mangler ved besvarelse 1B da den ikke forklarer at den be-
nytter den distributive lov, men kun benytter den. Det uttrykker de ved a vise hva en
trenger a «vite» for a kunne forsta hva som er gjort. Det virker derfor som de tenker at et
sterkere argument er et argument som trenger minst mulig forkunnskaper, men at sam-
tidig tilpasser seg etter hvem det er rettet mot, som Gia snakker om.

Studentene er ogsa opptatt av, i hvilken grad eksempelbesvarelsene er generalisert og
de er veldig raskt ute med a3 kommentere om na er et spesialtilfelle. Det er ser ut til at
med en gang studentene ser spesifikke tall, s er det en mangel i besvarelsen som de kan
utpeke. I dette tilfellet diskuterer studentene hvilken oppgave de synes er sterkest, nar
Alma ber Bent snakke litt hgyere.
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Student E

I‘F xX=9 ¢ 9.(8 +4) = 26 =42

Q-9 4+ A= 1049 =18

Figur 27 Eksempelbesvarelse E til oppgave 1b.

Gruppe 1 [5:55]

Bent:

Camile:

Bent:

Alma:

Camile:

Nei, jeﬁ snakker som jeg snakker. Jeg vet ikke, _

Ja,

Ja.
Sa ikke E i hvert fall?

Nei.

Studentene i Gruppe 1 diskuterer altsa hvilken som er sterkest hvor Bent da ender opp
med & heller begynne a utelukke de han synes er svake. Dette gjgr han ved a trekke frem
eksempelbesvarelse E som han synes blir for spesifikk. Camile legger anerkjenner det og
utdyper hvorfor den er for spesifikk ved at den kun viser for om x er 5. Det var stort sett
slik studentene snakket om spesialtilfeller, ved at de tidlig avslo de som sterke fordi de
var spesialtilfeller. Dette ser vi ogsa ved gruppe 3 som ogsa her diskuterer hvilken som
er sterkest, ndr lan uttrykker at «moteksempel er genialt» i omtale av E.

Gruppe 3 [12:01]

Ian:

Jane:

Ian:
Jane:
Ian:
Helen:
Jane:

Ian:

Moteksempel er genialt.

Ja, men det er jo ikke det de viser

Det er akkurat det.
Enig? Eller uenig?
Jeg er enig.

Jo.

Jeg er kanskje enig i at E-en er den som er mangelfull.

Det virker som Ian her tenker at eksempelbesvarelse E er et motbevis for student A i
oppgaven, da den viser at student B er riktig ved tilfellet nar x er lik 5. Jane motsier dette
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og understreker at eksempelbesvarelse E kun er et spesialtilfelle og ikke viser at student
A har feil, nar B er riktig ved ett tilfelle. Hun uttrykker sa at alle de andre er generelle og
indikerer at derfor er argumentene dem sine bedre. Fra disse to utdragene og andre ste-
der i materialet ser det ut som noen av studentene har en tilleert holdning om at spesial-
tilfeller automatisk er darligere enn generelle uttrykk uavhengig av kontekst. Det kom-
mer ogsa frem nar gruppe 3 diskuterer eksempelbesvarelsene til oppgave 1c.

OPPGAVE 1.

Student A hevder at 2(x + 1) = 22 + 1 og student B hevder at 2(x + 1) = 22 + 2.
b) Vis at valgt student har rett ved & gi to matematiske argumenter.

¢) Vis at den andre studenten tar feil ved a gi ett matematisk argument.

Figur 28 Oppgave 1
()

Sycdenr €
Sscedenr T

o x=5"
2 (x+4) =Zx v A
2 (sx4) =2-544

2"6 - AD+ 14
12 =11

_Studenc €

Q (K*\’)g = 9&4*&
Ao o sideng. Wen e vere (e

1‘2(90&5 S Q{x*—’(} = tell
Qead = oddad

Figur 29 Eksempelbesvarelser til oppgave 1c.
Gruppe 3 [14:31]
Helen: X=5, er lik to x pluss en. To fem pluss en.
Jane: eeh var vanskelig. Den viser veldig tydelig med et motek-
semiel en mate begge to svarer jo egentlig.
(Stillhet ca. 10.sek)

Jane: Ja...

Ian: Jo, _ men E-en kommer jo i mal den ogsa.
Jane: F viser jo et spesialt tilfelle. For X=5.
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Ian: Ja, men et motbevis er et motbevis.

Jane: Ja, det er det. Men det gjelder jo det andre, og der gar du pa
strukturen til partall og oddetall. Det gjelder jo generelt pa
den maten. Det er derfor jeg sier at begge to er like gode. Jeg
klarer ikke velge mellom de to.

Her diskuterer studentene hvilke argument som er sterkest, hvor de ser pa to motbevis.
Jane synes det er vanskelig a skille de to besvarelsene og kommer da med at den ene er
mye mer generell. lan gar mer pa at eksempelbesvarelse F er mer generell, men synes
ikke det er noe grunn til at den er bedre enn E. Vi tolker det ogsa dithen at nar han sier
at «et motbevis er et motbevis.» sier han at det har ikke noe a si om motbeviset innehol-
der generelle utrykk eller ikke. Til slutt velger alle gruppene eksempelbesvarelse F pa 1c
siden den krever minst matematiske forkunnskaper. Altsa at de som skal se pa besvarel-
sen kun trenger a kjenne til regnereglene, mens i eksempeloppgave E ma en kjenne til
egenskapene til et partall og oddetall, og at de da kan skrives pa denne formen.

4.2.2 Oppgave 7

OPPGAVE 7.

Vis at folgende pastand enten er sann eller nsann:

"Hwis du dobler summen av to kvadrattall, kan du skrive det som summen av to kvadrat-
tall”

Eksempel:

2 +3) =2(25+9) =i8=064+4 =8+ 2

27T+ 4%) = 2(49 + 16) = 130 = 121 + 9 = 11? + 3*

(1117 + 11%) = 2(12321 + 121) = 24884 = 14884 + 10000 = 122° + 100°

Figur 30 Oppgave 7

Oppgave 7 er en oppgave med en pastand som en skal avgjgre om er sann eller usann, i
tillegg far man noen eksempler slik at en kan se hva som menes med oppgaven. Det var
ikke alle studentene som skjgnte eksempelbesvarelsene til denne oppgaven. Dette kan
skyldes at eksempelbesvarelse A og C ikke var fgrt optimalt, men det kan ogsa komme
av studentene sin mangel pa forstdelse av selve oppgaven. Studentene brukte ogsa lang
tid til  sette seg inn i eksempelbesvarelse D, som vi starter med & se naermere pa disku-
sjonen rundt den.
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Srud D ’
ﬁf om v (Purte el to kvadrte
kan, wane honftvasre 4 kvidoafor o to (Z

to o Like ved @ Hytte def gryrne vt

som e like stort begge s bedes,

2
249=2:5%2.5°
Figur 31 Eksempelbesvarelse D til oppgave 7.

Gruppe 3 [1:15:20]

Jane: Svakest?

Helen: D? Nei, A.

Ian: _ (snakker om D)

Gruppe 1 [1:25:55]

Bent: Jeg blir litt sann forvirret av tegningen.

Camile: _

Bent: Jeg tror det er mer fordi det er s& mye som skjer.
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Nar det kommer til kommentarer om representasjonsform er de fleste knyttet til katego-
rien figurer grunnet eksempelbesvarelse 7D som ble mye for studentene 3 sette seg inn.
Her uttrykte samtlige grupper at den var uoversiktlig og at de slet med a fglge den. De
uttrykte at det var fint med farger, men at det foregikk mye pa en gang som gjorde det
uoversiktlig. Det kom frem selv om de bergmmet bruken av farger. Det kom ogsa tydelig
fram at eksempelbesvarelsen var uoversiktlig da studentene bruke mye tid pa a forsta
selve besvarelsen, og at de derfor etterlyste mer forklaring rundt tegningen da de ikke
syntes at tegningen i seg selv forklarte nok. Studentene syntes ogsa at det var mangler
ved forklaringer av de andre eksempelbesvarelsene, dette kommer frem i utdraget un-
der hvor studentene diskuterer eksempelbesvarelse C.

Sundery, C
(a+o)? + Ca-o)=

u1+?,d{3.'o“+ u‘,gd‘g-}bi:

2.4 & &-bi

Figur 32 Eksempelbesvarelse C til oppgave 7

Gruppe 2 [1:18:40]

Gia: Hvis du dobler summen av to kvadrattall. Da fgler jeg at
denne...
Eva: Jeg synes at denne (C) generaliseringen burde statt pa den

(peker pa eksemplet i oppgaven) maten.

Gia: Ja, enig. For sa fgler jeg at denne mangler at man forklarer.
Eva: Hvorfor, ja...
Gia: For eksempel om den hadde forklart, da. Liksom sann, dette

her funker for alle.
Eva: Ja, og hvorfor det funker for alle.

Gia: Ja. Da hadde det vaert et generisk eksempel. Na er det egent-
lig bare low key (faktisk) et eksempel. Fgler jeg. Nar man
ikke snakker sann.

Eva: Jeg er litt enig og litt uenig. For jeg vil si at det er et generisk
eksempel, samtidig sa synes jeg at det kunne hatt mer forkla-
ring.

Her forstar ikke studentene hva eksempelbesvarelsen viser, de tolker det dithen at dette
viser et spesifikt tilfelle hvor en ser pa et kvadrat som er summen av to tall og et som er
differansen av de to samme, og at eksempelbesvarelsen da ikke er generell. Derfor etter-
spgr studentene mer forklaring av eksempelbesvarelsene for at de skal betraktes som
sterkere argument. Usikkerheten ved det matematiske i eksempelbesvarelsen kommer
til uttrykk like etter denne seansen. Da Eva sier at hun synes student C (eksempelbesva-
relse) er ganske bra, selv om de mener den har noen mangler.
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Gruppe 2 [1:19:10]

Eva: Hva med student B. Ja, for det var den. Hvilket synes vi er
best? Jeg synes student C sin er ganske bra, selv om den har
noen feil. Eller noe som vi mener den mangler, da.

Live: Men har noen av dere skjgnt den?

Eva: Nei.

Gia: Nei

Frank: Nei.

Eva: Og hvis ingen av oss skjgnner den sa ville jeg si at det er

ganske darlig argumentasjon.

Her kommer det altsa frem at ingen av de har skjgnt eksempelbesvarelse C, og Eva end-
rer da mening til at de da ikke bgr velge den som det sterkeste argumentet. Den mate-
matiske kunnskapen til studentene og forstaelsen av argumentet spiller altsa inn pa
hvilket argument de synes er sterkest. Selv om alle studentene er enige om at de ikke
skjgnner eksempelbesvarelse C, gar det ikke lang tid fgr de skal konkludere og Eva spgr
da Frank.

Gruppe 2 [1:20:25]

Eva: Hvilken synes du er best?
Frank: Best, C.

Gia: Ja.

Eva: Hvilken synes du er best? C?
Gia: Backer. (Stgtter)

Eva: Hvorfor synes vi den er best?
Live: Det var den jeg skjgnte best.
Gia: Mest generel.

Live: Fordi jeg ikke skjgnte de andre.
Gia: Ah, det er legit svar.

Studentene velger altsd eksempelbesvarelse C som det sterkeste argumentet selv om de
like fgr hadde avvist det fordi ingen skjgnte det. Men som Live uttrykker var det den hun
«skjgnte best» fordi hun ikke skjgnte noen av de andre. Det virker altsa som hun tenker
at det ligger noe i den besvarelsen, men at hun ikke helt klarer & se sammenhengen. Der-
imot er Gia sitt forslag at eksempelbesvarelse C er sterkest fordi den er mest generell.
Det virker altsd som hun kommer med at den er mest generell kun i bakgrunn i at den
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benytter bokstaver i besvarelsen, da de ikke skjgnner sammenhengen mellom oppgaven
og argumentet. Dette viser hvor usikre studentene er pa hvordan de skal bedgmme ar-
gumentene nar de ikke har kontroll pa matematikken i oppgaven.

Gruppe 3 bruker ogsa mye tid pa eksempelbesvarelse C, men skjgnner delvis hva den
prgver a vise gjennom at Jane kommer opp med at man ma se pa eksempelbesvarelsen
baklengs.

Gruppe 3 [1:17:14]

Ian: (Engelsk) If and only if. Ja.
Jane: Da tror jeg at jeg likte den (C) beste altsa.
Ian: Den ga hvertfall mer mening for meg na, men jeg skjgnner

fortsatt ikke hvorfor den stemmer.

Jane: Den viser jo veldig tydelig at det her... Summen av...

Helen: Hvor er forklaringen og..?

Jane: Den er jo i matematikkspraket. (Med smil om munnen)

Ian: (humrer) Ja, men er jeg enig med deg nar du sa at man skulle

lese den nedenfra og opp, sa gav det mer mening.

Ut fra kommentaren til lan «If and only if» kan det veere at han tror at pastanden i opp-
gaven er ekvivalent, og som han kommenterer senere «jeg skjgnner fortsatt ikke hvorfor
det stemmer.» Han har altsa en overbevisning om at det stemmer, men vet ikke hvorfor
helt hvorfor. Helen etterlyser mer forklaring da hun heller ikke har forstatt eksempelbe-
svarelse C. Likevel er de innforstatte med at forklaringen ogsa kan ligge i det algebraiske
som Jane kommenterer her. Noe hun sier det med et smil om munnen nar hun sier det
ligger i «matematikkspraket» (algebra). Som ble kommer frem som at her vet de at det
er noe i dette argumentet, men de klarer ikke a knytte det fullstendig til oppgaven. Det
er altsa deres matematiske forkunnskaper som begrenser dem i bedgmmelsen av ek-
sempeloppgavene. Dette kommer frem flere steder i datagrunnlaget at nar studentene
er usikre pa matematikken etterlyser de mer forklaring og da i form av narrative kom-
mentarer slik som Helen gjgr her.

Det var ikke bare ved eksempelbesvarelse C at de matematiske forkunnskapene til stu-
dentene ble utfordret.

Figur 33 Eksempelbesvarelse B til oppgave 7
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[ eksempelbesvarelse B hevdes det direkte at 0 i ikke er et kvadrattall. Om dette stem-
mer fgrer det til at alle de andre eksempelbesvarelsene blir ugyldig. Derfor ma studen-
tene ta stilling til denne pastanden, som her i gruppe 3.

Gruppe 3 [1:18:22]

Helen:

Ian:
Helen:

Ian:

Helen:
Jane:

Ian:

Men «null i annen er ikke et kvadrattall», stemmer det? Kan
man ikke sette null i andre? Det blir jo bare null.

Hvorfor ville man brukt null i andre pa et kvadrattall?
For a fa det til 4 stemme.

Fordi det skal bare veere lengde. Jeg fgler pa en mate at det
er implisitt ment, men ... Det vet jeg ikke, da. Men jeg fgler pa
en mate at ... Det ikke er et gyldig argument a bruke null, da.
Som et motbevis.

Ok, ta C da.

Vi tar C.

Ja.

Her leser Helen fra eksempelbesvarelsen, mens hun spgr de andre pa gruppen, hun viser
altsa usikkerhet rundt faktumet at null er et kvadrattall. Hun stiller seg skeptisk til pa-
standen da hun ikke ser noen problemer, da null i annen bare blir null. Ian er enigi at
null i kan brukes i motbeviset, men Klarer ikke helt sette ord pa hvorfor. Han referer hel-
ler til «at det er implisitt ment» og «jeg fgler». Han har altsd en mer intuitiv overbevis-
ning hvorfor argumentet i eksempelbesvarelse B er gyldig. Derfor ender gruppen opp
med & velge eksempelbesvarelse C som det sterkeste argumentet. De andre gruppene
diskuterte ogsa denne pastanden, her fra gruppe 2.

Gruppe 2 [1:14:15]

Eva:

Gia:

Eva:

Gia:

Live:

Da kan man jo begynne 3 diskutere den (B) da. For her me-
ner jo studenten at null i annen ikke er et kvadrattall. Men
null kan jo kvadreres. Men det blir bare null. Akkurat som at
1 kan kvadreres, men det blir bare 1. Men er det et kvadrat-
tall? Det vet ikke jeg svaret pa.

Ikke jeg heller. Men...
Men jeg ville... Eller, jeg vet jo ikke svaret, men jeg ville jo
sagt at null i annen egentlig kan skrives som kvadrattall. Og

derfor sa stemmer jo egentlig pastanden. Men det kommer jo
litt an pa. Det kan man jo sikkert diskutere.

Ja...

Hva er det som skjer her oppe, da? (peker pa eksempelbe-
svarelse A)
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Eva stiller ogsa spgrsmal ved pastanden da hun mener at null kan kvadreres og at det
blir null, akkurat som Helen gjorde. Men Eva er likevel usikker pa om null er et kvadrat-
tall, som hun sier videre vet hun ikke svaret, men vil sagt at det kan skrives som et kvad-
rattall. Hun ender dermed opp med at pastanden er sann, men sier at «det kommer jo litt
an pa. Det kan man jo sikkert diskutere.» som indikerer at hun ikke er helt trygg pa be-
slutningen sin. De andre studentene i gruppen har heller ingen tanker som de kommer
med sa de ender med skifter tema og se pa en annen eksempelbesvarelse. Studentene
kommer altsa med utsagn om matematiske fakta, men mangler den matematiske for-
kunnskapen til 4 kunne validere dem. Dette fgrer til usikkerhet og at de benytter andre
kriterier enn gyldighet, som vi har sett kan veere ikke passende aspekter som at det var
den de «skjgnte mest av» eller at den var «generell» uten annen begrunnelse.

4.2.3 Interessant funn fra oppgave 2

Kriteriene studentene til argumentasjonen i en besvarelse virker a vare veldig flytene.
Det vi legger i flytene er at de virker a endre seg fra oppgave til oppgave. For a vise dette
har vi tatt med episode fra oppgave 2 hvor vi sammenligner med hva studentene svarte i
oppgave 1. Vi ser her naeermere pa Gruppe 3 sine besvarelser og hva de la til grunn for a
velge det sterkeste argumentet.

OPFGAVE 2.
Vis at produktet av et partall og et oddetall alltid er et partall.
Figur 34 Oppgave 2
Student A
y (lm tl)=Ymn e ln
= 2(Anpn +1)

SOm e et partall .

Figur 35 Eksempelbesvarelse A til oppgave 2.

Studentene diskutere her eksempelbesvarelse A som kort argumenterer direkte og alge-
braisk for at produktet alltid blir et partall.

Oppgave 2
Gruppe 3 [20:36]

Helen: Den har jo da satt inn 2 m, generelt av partall, og gangen med
2 n + 1. Deter jo viktig at vi tar den m og n.

Jane: Ja, det er jo virkelig et veldig direkte bevis.

Helen: Ja, er liker 4 m n + 2 m, sa har de satt 2 pa utsiden som er et
partall. B. n er like oddetall, n + 1 er like partall.

Ian: Men det er en ting som jeg pa en mate savner pa student A,
bare for a si det med én gang. Og det er at de kunne sagt at
nar du deler det pa to, sa blir det et heltall eller et eller annet
sant. Man kunne lagt til det.
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[24:35]

Ian: Ofte er det enkle det beste, tenker jeg. Direkte bevis er fan-
tastisk nar det pa en mate...

Jane: Det viser det veldig konkret. Det eneste er at han har lagt det
at et partall kan uttrykkes som 2n, og oddetall som 2m + 1.

Helen: Skal vi skrive det da? At vi synes det var sterkest, men for a
gjgre den helt opp sa kunne vi mange lagt til litt forklarende
tekst om hva 2n og 2m + 1 er. Jeg synes kanskje B er den sva-
keste.

Helen starter med a forklare hva eksempelbesvarelsen viser og gir ros for at det er brukt
to forskjellige variabler. Mens Jane kommenterer pd argumentasjonsformen ved at det
er et veldig direkte bevis. Hun kommenterer ogsa litt senere at «Det viser det veldig kon-
kret». Vi tolker det som at Jane mener at eksempelbesvarelsen har brukt faerre tegn i sin
besvarelse av oppgaven noe som gjgr at informasjonen kommer tydelig frem. Som lan
farst kommenterer og sa blir gjentatt av de andre pa gruppen litt senere, er at de synes
den burde hatt med en forklaring rundt hvorfor de benytter 2n og 2Zm+1. Selv om de me-
ner det er mangler ved forklaringen til eksempelbesvarelse A ender de opp med & velge
den som det sterkeste argumentet. De noterer ogsa sammen med svaret sitt at de synes
den mangler noe forklaring. Det at de velger denne algebraiske besvarelsen som ikke
har noen forklaring av symbolene er en motsetning til det studentene i gruppe 3 valgte a
svare i oppgave 1. Her avviste gruppen eksempelbesvarelse 1B sitt argument fordi de
mente det var mangler pa forklaring av det algebraiske. Det kan ha flere ulike grunner til
at de med samme begrunnelse ender pa to forskjellige konklusjoner i valg av sterkeste
argument. Det kan veere at de mente at oppgave 1 gikk mer ut pa a forklare hvorfor noe
var riktig, og at oppgave to skulle vise an sannhet og at dette har ulike kriterier for stu-
dentene. En annen grunn kan vaere at den manglende forklaringen ikke har like stor be-
tydning i de to oppgavene. Da studentene kan tenke at skriveformene for partall og od-
detall er mer grunnleggende akseptert pastand enn den distributive lov som det gjaldt i
oppgave 1.

4.3 Oppsummering analyse

Det kommer frem i analysen at studentene tar med seg forutinntatte holdninger knyttet
til de ulike representasjonsmatene nar de bedgmmer eksempelbesvarelsene. De har
ulike holdninger ovenfor bruk av figurer og er veldig pa at de ma vare oversiktlige og
ikke inneholde for mye. Figurene ma gjerne ha forklaring i tillegg til figuren for at argu-
mentet til figuren skal bli forstatt. Det som kommer frem om figurer er at det virker som
om studentene synes det er en god mate d vise argumenter pa, men at de trenger forkla-
ring, siden det er mye informasjon som er komprimert sammen, som kan vare vanskelig
a fa oversikt over. Dette er noe Eva uttrykker i oppgave 1 og alle gruppene generelt i for-
bindelse med oppgave 7. Det kommer ogsa til uttrykk i de andre gruppene at mange av
studentene foretrekker algebraiske besvarelser, men her ogsa ser vi at det er utford-
ringer med at de skulle bli forstatt. Det kommer frem i tilknytning til oppgave 7, at stu-
dentene sliter med a forstd hva oppgaven egentlig krever. Dette fgrer til at de bruker tid
pa a forsta ogsa den algebraiske eksempelbesvarelsen (7C). Nar det kommer til
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narrative besvarelser, virker studentene a foretrekke dette, men som forklaring i tillegg
til algebra eller figurer, og ikke som en selvstendig form. Det samme gjelder numeriske
besvarelser som bare blir avvist som spesialtilfeller og dermed blir det etterlyst forkla-
ring i kombinasjon med besvarelsen for at det skal fungerer som et fullgodt argument.

Vi har sett at studentene sine kriterier til hvilke pastander som er akseptert varier mel-
lom oppgavene. Dette er gjerne knyttet til de algebraiske eksempelbesvarelsene og
hvordan en skal legge premisset for oppgaven. Her viser studentene variasjon bade for-
skjell i kriterier mellom oppgaver, men ogsa at de har ulike kriterier seg imellom til hva
som aksepterte pastander og ikke. Noen av studentene etterspgr ofte mer forklaring i
tillegg til algebraen eller det figurative slik at de skal fa en god forstdelse av argumentet.
Dette ble spesielt fremtredenen pa de oppgavene hvor studentene hadde mindre mate-
matiske forkunnskaper. Her var det ikke bare pastander som de gnsket forklaringer
rundt, men ogsa hvordan eksempelbesvarelsene var utfgrt slik at det ble lettere a fglge
argumentene.

Det at studentene foretrekker eksempelbesvarelser som er enkle a fglge kommer ogsa til
uttrykk gjennom argumentasjonsformen, der de satte pris pa direkte bevis og deduktivt
utfgrte eksempelbesvarelser. Dette uttrykte de ved 8 kommentere at de syntes det var
bra, men dette virket ikke d veere en avgjgrende faktor, men mer en del av at det ble let-
tere a fglge argumentet. Det som viste seg a veere lett for studentene d vende seg mot var
grad av generalitet. Her var studentene raskt ute med a trekke frem det generelle i som
noe positivt, selv i de tilfellene de ikke helt skjgnner eksempelbesvarelsene. Studentene
vendte seg ogsa raskt til spesialtilfeller, i de tilfellene de skulle velge det svakeste argu-
mentet. Dette ble den gjennomgadende begrunnelse for hvilken eksempelbesvarelse som
var svakest.
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5 Diskusjon

[ denne diskusjonsdelen gnsker vi d diskutere forskningsspgrsmalet vart i lys av teori og
tidligere forskning, og vare resultater. Dette er gjort ved at vi deler opp diskusjonen i
flere deler, basert pa hovedkategoriene i vart analyseringsskjema, slik at det blir presen-
tert pa en ryddig og oversiktlig mate. I tillegg kommer vi til & se pa matematiske for-
kunnskaper, som kan ha stor pavirkning i studentenes bedgmming av argumentasjoner,
og derav en viktig faktor for a forsta resultatene. Fgr i starter diskusjonen gnsker vi bare
a repetere forskningsspgrsmalet:

Hvilke kriterier benytter 1.drs-lektorstudenter i bedgmmelse av matematiske argumenter?

5.1 Kriterier for representasjonsformer

En viktig del av vart arbeid har vert a undersgke og forsta hvordan studenter bedgm-
mer blant annet ulike representasjonsformer. Resultatene vare viser at studentenes
syns pa disse formene er mangfoldige og indikerer at studentene har forutinntatte hold-
ninger til de ulike representasjonsformene. Vi observerte at studentene hadde klare pre-
feranser til algebraiske besvarelser over de andre representasjonsformene. Dette var
med a pavirke deres beslutninger om hvilket argument som ble ansett som sterkest.
Flere studenter uttrykte seg spesielt negative overfor for figurative representasjoner,
selv om denne kategorien hadde flest utsagn var de oftest benyttet. Men mange av disse
kommentarene var det mest i negativ forstand, til tross for at enkelte sa pd argumentene
som kreative og sa potensialet for at de kunne veere forklarende. Imidlertid ble det ogsa
papekt av noen studenter at slike representasjoner kan bli forvirrende dersom de er
overkompliserte eller inneholder for mye informasjon. Det kommer blant annet frem at
noen av studentene synes det er vanskelig 8 komme opp med visuelle/geometriske be-
svarelser, men at de finner dem forklarende pa generelt grunnlag, og dermed fint for a
skape forstdelse. Dette samsvarer med det Healy og Hoyles (2000) sd i sin studie om at
studentene verdsatte algebraiske besvarelser, men at de foretrakk andre som var mer
forklarende om de skulle lzere det selv.

Healy og Hoyles (2000) viser til elevenes syn pa de algebraiske argumenter oftest blir
betraktet som argumenter som gir best resultater fra leereren og var mest overbevi-
sende. Dette er noe som gar igjen i vare resultater at studentene foretrekker algebraiske
besvarelser. Dette skyldes at studentene fglte seg tryggere pa symbolsk manipulasjon og
mente at slike representasjoner var mer presise og lettere a fglge, som kan ha en sam-
menheng i mdten matematikkfaget er bygget opp i skolesystemet og universitetssyste-
met. Der fokuset til nd har ligget i stgrre grad pa algebraisk argumentasjon.

Det kommer videre frem at studentene i liten grad utrykker seg rundt numeriske bereg-
ninger, noe som sannsynligvis skyldes hvordan oppgavene er utformet, i tillegg til ati de
tilfeller hvor studentene kommenterte konkrete utregninger, ble disse oppgavene kodet
som spesialtilfeller. Dette kan indikere at studentene ser algebraiske og figurative repre-
sentasjoner som mer generelle og anvendelige, i motsetning til numeriske som blir sett
pa som konkrete spesialtilfeller.

Algebraiske representasjoner, som bruker symboler for d formidle teoretiske ideer blir
ofte foretrukket fordi de anses som klare og lette a fglge. Derimot er de narrative ofte
kritisert av studentene for a veere mangelfulle og mindre presise. Dette er forskjell fra
Healy og Hoyles (2000) hvor det flest av de narrative besvarelsene ble betraktet som et
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bevis. Samtidig ble representasjonsformene ofte koblet sammen av studentene, hvor ar-
gumentet ofte ble betraktet som mindre komplett pa bakgrunn av mangel av den andre
representasjonsformen.

5.2 Kriterier for aksepterte pastander

[ likhet med forskningen til Liu et al. (2016), er det en sterk preferanse for bedgmming
basert pa de aksepterte pastandene, med noe annerledes resultat. Studentene ser ut til &
foretrekke pastander som er basert pa velkjente definisjoner og teoremer, og derfor gikk
kommentarene om matematiske fakta hovedsakelig pa bruk av matematiske regler og
gyldigheten av dem. Tidligere forskning, som Meyer og Schnell (2020), har papekt at lze-
rere ofte vurderer kvaliteten pd argumenter basert pa struktur og innhold, noe som
samsvarer med studentenes preferanse for formelle, velkjente matematiske pastander.
Dette kan skyldes at slike fakta er umiddelbart gjenkjennelige og lett anvendelige i ulike
kontekster, noe som gjgr dem til effektive verktgy for & bygge overbevisende argumen-
ter. Matematiske fakta er ogsa lett for studentene d avvise om den skulle veere feil, men
dette krever matematiske forkunnskaper. Som det kommer frem i var studie blir det
vanskelig 8 bedgmme de matematiske faktaene nar forkunnskapene mangler. Dette gar
ogsa overens med forskningen til Meyer og Schnell (2020) som s3 at leereres matema-
tiske kunnskaper om matematisk argumentasjon pavirket deres evne til 8 bedgmme be-
vis.

Det kommer ogsa enkelte utspill som gar pa autoriteter, eksempler og mening. Her er
det enkelte tilfeller som ikke gir noen klare indikasjoner eller sammenheng. Selv om stu-
dentene generelt foretrekker generelle bevis over spesifikke eksempler, anerkjenner de
verdien av eksempelbaserte argumenter for a illustrere og stgtte generelle pastander.
Liu et al. (2016) viste at eksempelbaserte argumenter ofte hjelper studentene med a for-
std matematiske konsepter bedre, og samtidig at dette var noe som var preferert i deres
arbeid kontra de resultatene som vi har. Dette funnet reflekterer ogsa tidligere studier,
som Healy og Hoyles (2000), som fant at elever ofte foretrekker algebraiske bevis frem-
for empiriske eller mindre formelle bevis, men at ogsa her ble argumenter som elevene
selv fant som overbevisende og forklarende de som ofte var mer empiriske og mindre
formelle. Denne forskjellen mellom vare data og dem sine, kan komme av at vi har sett
pa lektorstudenter som har na hatt flere emner pa universitet. Universitetsmatematik-
ken stiller som nevnt tidligere hgyere krav til formelle bevis og hva en betrakter som et
gyldig argument. Dette kan vare lektorstudenter ha adaptert, og anvendt dette som fgrer
til strengere kriterier innen bruk av bade representasjonsformer og aksepterte pastan-
der.

5.3 Kriterier for argumentasjonsformer

Ndar det gjelder argumentasjonsformer, uttrykker flest studenter en preferanse for de-
duktive metoder. Deduktive argumenter vurderes som sterke fordi de presenterer en
logisk og trinnvis fremgangsmate som leder fra premissene til en konklusjon. Hos stu-
dentene uttrykkes det som at «de er lette a fglge» og «tydelige». I kontrast til dette kom-
mer studentene med utsagn om direkte argumenter hovedsakelig nar de ser svakheter
ved argumentasjonen, som for eksempel at argumentene ikke tydelig viser det som gns-
kes bevist. | mange tilfeller sa ble ikke studentene overbevist om at enkelte besvarelser
ikke krevde ytterligere forklaring enn det som ble presentert. Dette indikerer at studen-
tene har kriterier at argumentasjonsformen bgr veere deduktiv for at det skal vaere et
sterkt argument.
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Studentene virker ogsa positive til generiske eksempler som argumentasjonsform, men
de har kriterier som at disse ma ha en forklarende tekst sammen med eksemplet. Ved
fraveer av dette kriteriet ble argumentene kun betraktet som spesialtilfeller, selv om stu-
dentene sa sammenhengen med oppgaven stilte de krav om en forklarende tekst. Dette
kan komme av at studentene inntok en rolle som «naiv leser» (Morgan et al. 2002) som
ikke kjenner til matematikken sa godt. Altsa at de ikke leser oppgaven som seg selv, men
en tenkt person eller elev som skal prgve a forsta besvarelsen. Dette var et gjennomga-
ende tema om at besvarelsene skulle veere enklest mulig matematisk som vi kommer til-
bake til under kriterier til matematiske forkunnskaper (5.5.2).

5.4 Kriterier for grad av generalisering

Var studie har avdekket at studentene legger stor vekt pa om argumentene er generali-
serte eller om de er spesialtilfeller. De utrykket ofte at de ansa en besvarelse som bedre
hvis den var generalisert, sammenlignet med en besvarelse som kun var et spesialtil-
felle. For eksempel kommenterte de at et argument var mer overbevisende fordi det
ikke bare viste en konkret lgsning, men ogsa viste hvordan lgsningen kunne generalise-
res til & gjelde for flere tilfeller. Dette kan tolkes som at studentene har kriterier om at
besvarelsene ma vere generalisert. Det vi blant annet sa var at de trakk frem generelle
besvarelser som sterkere selv om dette var irrelevant for oppgaven. Dette kan veere en
indikasjon pa en tilleert tanke, om at generalisering er det beste. Det er imidlertid inter-
essant d merke seg at denne preferansen for generalisering kan ha sine rgtter i under-
visningsmetodene studentene er eksponert for, da de semesteret i forveien hadde om
kjerneelementet abstraksjon og generalisering.

Studentene avviste i stor grad besvarelser som inneholdt spesialtilfeller, med argumen-
tet om at de var spesialtilfeller. Kriteriet studentene har om at besvarelser ikke kan vare
spesialtilfeller star altsa sterkt, men som vi sa med tilfellet med Ian som raskt var ute
med a si at det ene motbeviset var bedre fordi det var generelt. Ble han overbevist av
gruppen til & endre til «spesialtilfellet» som krevde mindre matematisk kunnskap. Dette
kan vere en indikasjon pa en manglende dybdeforstaelse av hvordan spesialtilfeller kan
brukes effektivt i visse matematiske argumenter. Dette ble tydelig i situasjoner der stu-
denter avviste spesialtilfeller som mindreverdige, til tross for at de kunne veere gyldige
og relevante innenfor en bestemt kontekst. Som i Daliri og Kogstad (2023) kommer frem
til at de som anvender empiriske besvarelser ser ut til 4 veere bedre pa a anvende mot-
bevis.

5.5 Kriterier til forklarende besvarelser

Analysen identifiserte at studentene ofte etterlyser mer forklarende argumenter i mate-
matiske besvarelser, noe som er tidligere pavist blant de som har sett pa bedgmmelsen
av argumenter (Healy & Hoyles, 2000; Liu et al., 2016; Meyer & Schnell, 2020). Mangelen
pa forklaring ble sett pa som en svakhet i mange av besvarelsene. Studentene hadde her
kriterier om at besvarelsene skulle veere mer detaljert og presis fremstilling av argu-
mentene. De gnsker argumenter som gav en klarere forstdelse av de matematiske prin-
sippene og inneholdt tilstrekkelig informasjon til at resonnementet kunne fglges uten
misforstaelser. De hadde ogsa kriterier om at begreper som ble benyttet under besvarel-
sen som f.eks. «oddetall og partall» skulle bli forklart slik at leseren skulle fa all informa-
sjonen den trengte for a forsta resonnementet.
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Til tross kriteriene om at argumentene matte vere forklarende, var det tilfeller hvor de
disse kriteriene ikke veide like tungt. Fra resultatene har vi at gruppe 3 velger ut fra
ulike kriterier i oppgave 1 og 2. Her veier ikke kriteriet om at oppgaven ma veere forkla-
rende like tungt i de to oppgavene. Liknende tendenser ser vi ogsa i de andre gruppene,
som kan veere en indikator pa at studentene ikke er konsekvente pa sine valg nar de be-
dgmmer et argument. Det kan ogsa vaere at studentene sine kriterier ikke vektes likt ved
hver oppgave.

5.6 Andre kriterier

Det er ikke alle kriteriene som studentene benytter som kan tilknyttes hovedkategori-
ene vi har i kategoriseringsskjema. Som nevnt tidligere ser det ut til at studentene har
kriterier knyttet til matematiske forkunnskaper. Analysen av vare data viser at studen-
tenes matematiske forkunnskaper har stor innvirkning pa hvordan de bedgmmer mate-
matiske argumenter. Studentene etterspurte ofte mer forklaring i besvarelser hvor de
selv hadde mindre kunnskap om det matematiske innholdet. Mens i de tilfellene der de
hadde kontroll pa matematikken sa argumentet i besvarelsene selv om det ikke var for-
klaring i besvarelsen.

Denne forskjellen i hvordan studentene bedgmte etter deres forkunnskaper kom ogsa til
syne de gangene studentene hadde en sterkere forstaelse av det matematiske innholdet.
Siden da var de i stand til & vurdere argumentene mer Kkritisk og anerkjenne verdien av
komplekse og dyptgdende resonnementer. Pa den andre siden, nar deres forkunnskaper
var svakere, foretrakk de enklere og mer direkte argumenter som var lettere a fglge. Slik
endret kriteriene til studentene seg ettersom hvor sterke de var matematiske i forhold
til oppgaven som besvarelsene tilhgrte.

Det var ikke bare studentenes egne forkunnskaper som spilte en rolle pa hvilke kriterier
de anvendte. De tok ogsa hensyn til den matematiske forkunnskapen til en tenkt person
som skulle bli lese besvarelsen. Dette kom frem i de situasjonene hvor to argumenter
var like gyldige. Da valgte studentene ofte det som krevde lavest niva av forkunnskaper,
med den begrunnelsen om at det da krevde minst kunnskap av en tenkt leser. De benyt-
ter altsa noen ganger etter kriteriet om at besvarelsen skal bruke enklest mulig matema-
tikk for at beviset skal vaere sterkest.

Et annet kriteria som fremtrer mer implisitt fgringen til besvarelsen. Det er fordi darlig
faring av besvarelsene virket veldig forstyrrende pa studentene, da de matte bruke mye
krefter pa a forstd hva argumentene prgvde a formidle. Dette fgrte til at studentene slet
med a forsta eksempelbesvarelse 7 a og c. Dette er noe som ogsa kommer frem i Meyer
og Schnell (2020) at leerere ser pa hvordan argumentene blir presentert overfor leseren.
Studentene i vart tilfelle kom med flere utsagn som var bade negative og positive rundt
fgringen til besvarelsene. At vi valgte a ha med darlig fgring som en faktor nar vi konst-
ruerte eksempeloppgavene, gjorde at det ble mindre fokus pa andre aspekter ved argu-
mentene, men det viste hvor viktig tydelig kommunikasjon og argumentasjon er for at
en leser skal bli overbevist.

Den stgrste kategorien vi har identifisert er «ikke passende», som inkluderer utsagn
som ikke passer inn i de andre hovedkategoriene. Dette omfatter kommentarer som ikke
direkte relaterer til matematiske prinsipper eller argumentasjonslogikk, men som like-
vel gir innsikt i studentenes bedgmmelse. For eksempel inneholder denne kategorien ut-
sagn som «kreativt», «denne var fin» eller «jeg likte denne», som reflekterer studentenes
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subjektive vurderinger uten a gi konkret begrunnelse for hvorfor de foretrakk en besva-
relse fremfor en annen. Selv om slike utsagn ikke ngdvendigvis bidrar til den matema-
tiske validiteten av et argument, gir de verdifull innsikt i studentenes opplevelse og vur-
dering av besvarelsene. Det kan vare nyttig 4 anerkjenne disse subjektive vurderingene
og reflektere over hvordan de pavirker studentenes helhetsinntrykk av argumentene.
Dette kan bidra til en mer helhetlig tilnaerming til undervisning, hvor bade objektive og
subjektive vurderinger blir tatt i betraktning.
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6 Konklusjon
[ dette kapitlet trekker vi konklusjoner pa vart forskningsspgrsmal:

Hvilke kriterier benytter 1.drs-lektorstudenter i bedgmmelse av matematiske argumenter?

Det vi ser er at studentene benytter ulike kriterier og disse kriteriene ser ut til 4 variere
fra oppgave til oppgave og avhenger av studentenes matematiske forkunnskaper.

For oppgaver hvor studentene har god forstaelse for matematikken, har de kriterier om
at besvarelsen helst bgr veere algebraiske. Mens besvarelser pa oppgaver hvor studen-
tene har svakere matematisk forstaelse, blir kriteriet om at besvarelsen ma vare forkla-
rende avgjgrende. Dette ser ut til 3 komme av at studentene gnsker a oppna forstaelse
over oppgaven gjennom besvarelsen.

Studentene har ogsa Kkriterier om at besvarelsene skal vaere enkle og forstaelige og at be-
svarelsene skal inneholde sa enkel matematikk som mulig. I tillegg viser resultatene at
kvaliteten pa fgringen av besvarelsene har stor betydning for studentenes evne til a for-
std og da bedgmme matematiske argumenter. Darlig fgring skaper forvirring og hindrer
studentene i d fglge resonnementet, noe som pavirker deres bedgmmelse negativt. Dette
understreker behovet for klar og presis kommunikasjon i matematiske besvarelser.

Samlet sett viser vare funn at studentene har en tydelig preferanse for formelle og for-
klarende argumenter som gir tilstrekkelig informasjon til d forsta resonnementet fullt
ut. De vektlegger ogsa deduktive argumenter som er enkle og forstaelige. Ved a integrere
disse elementene i undervisningen kan vi skape en laeringsprosess som ikke bare foku-
serer pa matematisk korrekthet, men ogsa styrker studentenes evne til a forklare og for-
std komplekse matematiske konsepter pa en overbevisende mate.

Vare funn understreker viktigheten av a tilpasse undervisningen til studentenes for-
kunnskaper og inkludere forklarende elementer i argumentene for d stgtte deres forsta-
else. Dette kan bidra til 4 gjgre matematiske konsepter mer tilgjengelige og mindre av-
hengige av studentenes tidligere erfaringer og kunnskaper. Vi ser ogsa at studentene be-
nytter det de har leert i emnet, sa at undervisningen er altsa helt sentral, I likhet med
Gomez Marchant et al. (2021), som konkluderte med at leererutdanningsprogrammer
spiller en kritisk rolle i a stgtte fremtidige leereres evne til a koble teori og praksis.

Meyer og Schnell (2020) anbefaler at lzererutdanningen inkluderer en dypere forstaelse
av hvordan argumenter konstrueres og bedgmmes for a forberede fremtidige leerere pa
a veilede elever i matematisk tenkning. De understreker ogsa behovet for en bredere
forstaelse og en felles tilnaerming til vurdering av matematiske argumenter i utdan-
ningssystemet. Dette er i trdd med funnene fra var studie, som viser at klar og presis ar-
gumentasjon er avgjgrende for studentenes forstaelse og vurdering av matematiske be-
svarelser.

Ved a implementere disse anbefalingene i leererutdanningen og undervisningen kan vi
bidra til & styrke fremtidige leereres evne til a veilede elever i kritisk vurdering og kon-
struksjon av matematiske argumenter. Dette kan fgre til en bedre forstdelse av matema-
tisk logikk og resonnering, noe som er essensielt for a utvikle elevers og studenters ma-
tematiske kompetanse.
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6.1 Studiens begrensninger

Studien er gjennomfgrt pd 10 studenter fordelt pa tre grupper. Dette er relativt fa delta-
gere, selv om det er halvparten av deltagerne i emnet. Vi vet derfor ikke om disse resul-
tatene er overfgrbare til andre matematiske emner pa leererutdanninger. Dette ville
veert med pa styrke studiens gyldighet. Om vi kunne gjennomfgrt lignende undersgkel-
ser pa andre universiteter og hgyskoler kunne en tydeligere ha sett hvordan emnet pa-
virker studentene og hvordan de adapter det de leerer pa studiet.

Vi har ogsa gjennomfgrt studien pa lektorstudenter som er i sitt fgrste ar, det vil derfor
kunne veere forskjell fra de praktiserende leerere nar det gjelder bedgmmelse av argu-
menter. De vil ogsa ha fatt et innblikk i hvordan hvilke kriterier stiller til argumentasjon,
men ikke ngdvendigvis rukket a fa anvendt dette i praksis enna.

Analyseverktgyet har ogsa sine begrensinger ved at den stgrste kategorien forble utsagn
som ikke ble kategorisert. Dette indikerer at det er flere hensyn studentene tar nar de
bedgmmer en besvarelse enn det vi har klart a kartlegge i denne studien. Det ville derfor
kunne verdt hensiktsmessig a gjennomfgre en induktiv studie for a se om klarer a fa en
bedre forstaelse av disse subjektive utsagnene. Vi sd ogsa at en del av oppgavene vi
hadde var vanskelige for studentene som fgrte til at det ikke diskuterte argumentasjo-
nen, men endte opp med a diskutere hvordan man lgser oppgaven. Det kom ogsa frem at
eksempelbesvarelsene ogsa ble til tider for vanskelig for studentene a forsta. Dette
gjorde at ikke alle oppgavene ble like mye diskutert, og heller ikke de ulike aspektene de
ulike eksempelbesvarelsene besto av.

6.2 Videre forskning

Som nevnt tidligere har vi en kategori ikke passende med mange utsagn som kunne vert
interessant a fa en bedre forstaelse av. Det er altsd mange utsagn studentene kommer
med som ikke passer inn i kategoriseringsskjema, men som studentene benytter nar de
bedgmmer argumentasjonen. Vi har med var studie videreutviklet kategoriserings-
skjema, men det trengs mer forskning pa omradet rundt kriterier og anvendelsene av
disse nd nar bedgmmelse av argumenter blir viktigere.

Et annet aspekt ved var forskning som hadde veert interessant a se neermere pa er om
det er en sammenheng mellom hvilke kriterier studentene bedgmmer etter og dem sin
egen evne til & konstruere matematiske argumenter. Dette vil kunne veere med a bidra
til hvordan vi kan utvikle undervisningen og legge opp til at bedgmming av argumenter
kan forbedre elever sin matematiske tenkning.

Var studie er gjennomfgrt i et emne som hovedsakelig omhandler tallteori, det ville der-
for veert aktuelt a ha gjort lignende studier ved emner som omhandler andre felt av ma-
tematikken for a se om de hadde andre kriterier knyttet til argumentasjonen pa det fel-
tet. Her kan en tenke seg at studentene ville stilt seg annerledes til figurative representa-
sjonsformer innenfor geometri.
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Vedlegg
Vedlegg 1: Samtykkeskjema

Are you interested in taking part in the research project

Preservice secondary mathematics teachers’ production and review of
mathematical arguments in elementary algebra?

Thas is an inquiry about partucipation in a research project. The main purpose of the research project is 10 idenufy
the challenges and opportunitics that preservice teachers mect as they work with argumentation in a problem-
solving context. In this letter we will give you information about the purpose of the project and what your
participation will involve.

Purpose of the project

In this project, we will look at the challenges amd opportunities for learning that arises while you work with
number theory tasks in the problem-solving context of the course [ We will look at the arguments produced
in the lectures and while you work in groups. Data collection in the course [ ! be restricted to part of
the work with number theory. The data collection will include the required course assignment and the recording
of one peer-discussion of an imaginary student argument. You will not be required to produce material outside of
your course's requircments.

The data collected for this research project will be used in master and doctoral theses.

Who is responsible for the rescarch project?
University of Agder is the institution responsible for the project.

Why are you being asked to participate?

The research project is about preservice teachers” argumentation, specifically in Norway where the curmiculum
has recently been updated to include argumentation and reasoning as core clements to be taught at school. As a
result, the students of this course are central, as they are participsting in a teacher development course in this
context in order to be able to teach in school in the future. Your contribution will be helpful, as you will inform
research with the challenges thiat appear when teachers prepare to use argumentation in school,

What does participation involve for you?

The matenal collected for rescarch is already parnt of the course work. The interview (maximum 30 minutes, which
will be compensated with a gift card) is the only part of the data collection process, where you will use personal
time and is not included in course work. We only ask permission to do video- and audio-recordings in the
classroom in week 3. The classroom data are collected to describe the educational context. Names and information
that can be used to identify you will be anonymised in publications,

Participation is voluntary

Participation in the project is voluntary. If you chose to participate. you can withdraw your consent at any time
without giving a reason. All information about you will then be made anonymous. There will be no negative
consequences for you if you chose not to participate or later decide to withdraw. It will not affect your grade on
this course, your relationship with the university or with your professors,

Your personal privacy - how we will store and use your personal data

We will only use your personal data for the purpose(s) specified in this information letter. We will process your
personal data confidentially and in accordance with data protection legislation (the General Data Protection
Regulation and Personal Data Act). The people who will have access to the data are the supervisors of the doctoral
and master’s theses and the authors of the doctoral and master's theses. We will replace your name and contact
details with a code. The list of names, contact details and respective codes will be stored separately from the rest
of the collected data. In publications, the data that will be mentioned arc the name of the university, of the school
and the country where the data collection ook place.

What will happen to your personal data at the end of the research project?
The project is scheduled to end 31.07.28. The collected data will be stored for further publications after the
master’s and doctoral thesis are finished.



Your righis

S0 long as you can be wlentled in the collected data, you have the ngh o
aceess the personal data that is being processed about you
request that vour personal data is deleted

- rogueest that incorrect personal data about youw 15 comectod meenf

FECE Ve & COpy il NOUT [JIC'I.'HIII.I] data (dara '|'u|:r|:|.|'|i'.i|:|. 1, and
send a complainn to the Data Protecton Officer or The Norwegian Data Protecton Authomnty e
the processing of vour personal data

arding

What gives us the right lo precess your personal data?

We will process your personal data based on vour consent. Based on an agreement with the _

Data Protection Services has nssessed that the processing of personal data in this project 1s in accordance with
data protection legislation.

Where can I find out more?
Il you have questions about the propect, or wanl o eXercise your nghts, contac:

Data Protection Services, by email: (personverntjenester @siklno) or by welephone: +47 53 21 15

Yours sincerely

Project Leader Student (if applicabla)
{Researcher supervisor)

Consent form

I have received and undersiond information about the project Preservice secondary mathemalics feachers
production and review of methematical argamens in elementary algetva and have been given the opportunity to
ask questions. [ give conseni

O tobe avdio recorded and for a camera directed only at the blackboard 1o be present in the lectures of week

.
L]

O to let my written responses to the obligatory tasks (done in class 26,01 ) be used as rescarch data

O w participate in an interview afler solving the obligatory tasks (only a handiul will be asked) that will be
andio recorded

O be sudio recorded during obligatory proupwork (02.02) only during the session when reviewing responses

b0 the abligatory tasks

| give consent for my personal data to be processed unbil the end date of the projpect, approx. 2000208

-;H.:l.-::ud h}- ;mni..'ip.uu. date)
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Vedlegg 2: Skriftlige oppgaver

Arbeidskrav 1: Resonnering og argumentasjon

Emneckode:
Emnenavn:
Dato: 26.01.2024

Skriv svaret pa oppgavearket.

OPPGAVE 1.

Student A hevder at 2{x + 1) 2r + 1 og student B hevder at 2{x + 1) = 2r + 3.
a) Hvilken student har rett?

b} Vis at valgt student har rett ved a gl to matematiske argumenter,

c) Vis at den andre studenten tar feil ved a gi ett matematisk argnment,

OPPGAVE 2.

Vis at produktet av et partall og et oddetall alltid er et partall.

OPPGAVE 3.

a) Vis at alle primtall storre enn 3 kan bli skrevet pa formen Gk + 1 eller Gk + 5, for
ikke-negative heltall &

b} Vis at folgende pastand enten er sann eller usann: "Hvert tall som kan bli skrevet pa
formen 6k + 1 eller Gk + 5 er primtall”.

OPPGAVE 4.

Regn ut x i felgende uttrykk:
Mx =12 (mod 12}

OPPGAVE 5.

La mneld,
Vis at hvis n” er delelip med 7, sa er n delelig med 7
Forklar kort logikken i beviset ditt.
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OPPGAVE 6. Under kan du se to besvarelser pa folgende oppgave:

Vis af bubetall alltid kan bli shrevet som differansen mellom to vadratiall

a) Hva lkan du s om styrker og/eller svalheter til argnmentasjonen til student A sin
besvarelse?

Student A sin hesvarelse:

(To)2 = (Toy)? = (W)2 - (”':J“%L})E

_ H2+H : ?12—“ :
h 2 2

_ nt + 2t + 0t nt — 2nf 4 p?
N 4 4

nt—nt 420t + 20 +n? —n?
4

4dn®
4
%

=n

Har altsa vist at differansen mellom kvadratene til to patolgende trekanttall samsvarer
med et kubetall. Kan altsa finne en samsvarene differanse til et hvert kubetall, (. E.D.

b) Hva kan du si om styrker og/eller svakheter til argumentasjonen til student B sin
besvarelse’,
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Student B sin besvarelse:

21 0rSeMeIede
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OPPGAVE 7.

Vis at folgende pastand enten er sann eller usann:

"Hvis du dobler summen av to kvadrattall, kan du skrive det som sumimen av to kvadrat-
tall”

Ekwmpr!

EE+ 3 =2(254+9) =68 = 64 + 4 = 82 + 22

AT +4%) =2(49416) =130 =121+ 9 = 11* + 3?

2(1117% + 11%) = 2(12321 + 121) = 24884 = 14884 + 10000 = 122* + 100°

OPPGAVE 8.

La neZ.
Vis at om n? + 5 er et partall, sa er noer et oddetall,

OPPGAVE 9.

WVis at det eksisterer 999 pafelgende tall, hvor ingen er primtall.

OPPGAVE 10.

Et+y=x-y

a)] Er utrykket alltid, noen ganger eller aldri oppfylt? Argumenter for svaret ditt.

[

)
b) Hva er sammenhengen mellom uttrykket og uttrykket 1 A7
1 Hva er sammenhengen mellom uttrykket og grafen 1 B?

)

d) Benytte na det du fant 1 b) og ¢} til a utdype svaret ditt i a).

A B

| 1 '
ni{lihﬁ—ua{llh} i |
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Vedlegg 3: Oppgaver med eksempelbesvarelser

Universitetet i Agder
Fakultet for teknologi og realfag — Institutt for matematiske fag

Arbeidskrav 1: Resonnering og argumentasjon

Emnekode:
Emnenavn:

Dato: 02.02.2024

Retningslinjer:
Vi har konstruert ulike besvarelser til oppgavene fra arbeidskravet, noen er inspirert av
studentbesvarelser, mens andre har vi konstruert selvstendig,

Alle studentene pa gruppa ma dele sine tanker rundt spersmalene nedenfor.

For hver oppgave, bli enige dere imellom og skriv ned svaret pa folgende sporsmal:

a) Hvordan forstar du oppgaven? Diskuter hva oppgaven etterspor.

b} Hvilket argument er det sterkeste, og hvorfor?

¢) Hvilket areument er det svakteste, og hworfor?
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OPPGAVE 1.

Student A hewvder at 2(z + 1) = 2r + 1 og student B hevder at 2{z + 1) = 22 + 2.
T S S P R T L PO E e S

b} Vis at valgt student har rett ved a g1 to matematiske argumenter.

¢] Vis at den andre studenten tar feil ved a gl ett matematisk argument.

Below yon can see some students’ answers in each question:
(b)
Studenx A

L~ EB-63-8
X A

S Cx x4) Q% 4+ 9

Swaden: B
2{yxA) = Ax 2+ QA

Qx +9

Student C

NS -
' i T 2o LY Syt
i Palae  dupn oaskrionMve Lov -:'"'- .I'Tﬁl Wi S E" 0,
PR W Al AMREn ~
bedek  ukenlhs Pegany 12560 yren, AR TR W

(B, o L e ®a )
formnteeen, alks<: xel) = Ju<d

Srudend D

Q) = (XA + (ke =xax+4Ard = Ax+Q

Studenk: E

I x=5 + 2(5+4)= 2.6=12
29 + A= 104+S =48
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(c)

Stadewr T
G}r x:'-c.)"
2(x+4) =2Zx + A
‘3_{‘5+-{1 =2-5+4

2 -6 = AD 4+ A
1z = 1]

Studente E

L (xd) = LxA
do o uduae B0 Ul vere e
Locd) 3 Ulxed) - @tell
Qe ad = oddedal
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OPPGAVE 2.

Vis at produktet av et partall og et oddetall alltid er et partall.

dudent A

En-(lm e Yy« Ln
=2 hn+n)

SO0m & et partyll .

Sfa,{mf B
n = oddetall , roet =prr tall

h(wtl) = h 4 h

If'b1=£?£!¢f + H,:ﬂtﬁa‘, jg‘# ;Omffﬂnf:{,

Kan altse u ttrykket ved P':'zh Yy -

gt purfall prukiplitert of helhull K

kan wlfrykke! ved

k= Dmck o= if‘h-kJ

Ser a.f;mmiuébfﬂf lewn wliryées com ﬁg}amrﬁﬂr
tall

Prod kfﬁf mellom et ﬁrﬁﬁeff o4 rdde

hj:_l tﬂi&k i @re EE PMH.{{ J{L Mé:fgf.u’f £

en 556.{#«»8»:{&[{ av helhll.



E‘ltm{g_h;f D
tLi no vidre efjrﬂa..r!tﬂ.lf{:, W= m ,h&lz

nox ke hvor Ko ¢ Logdetall Ran da
( wstreres Vﬁﬁ ot areal nek

g W8 e &
[

L]
L]
e o oawe R

hWar h o jourtall kan b T ACE to Like sfore deler,

g e 8 % oo
L

Ir'mls
[
HEE I Rt
 # Dt - FE o
N E

L]
P T

Altse i hxk vare cfyarfaﬁ Iia&n

det Ram deles pi 1 o fa et helballfpnk)
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OPPGAVE 3.
a) Vis at alle primtall storre enn 3 kan bli skrevet pa formen 6k + 1 eller 6k + 5, for

ikke-negative heltall k.
b} Vis at felgende pastand enten er sann eller nsann: "Hyvert tall som kan bli skrevet pa

formen Gk + 1 eller Gk + 5 er primtall”,

Studenr A

() Ser ok deb Stemass Por (=2 k-3, 52 4o
WM

5‘3‘5-5*5*35’,m % S5 F 87 dud o

Mg g Prim kald {’.""‘“*'EIM”VD[)
(::u:: Wle  olle Ith,lli\ T s s \}":' I-ur.-’lﬂ-l-i""l fleas

L Poened

Srudent: B

lﬂ% hwis Hetall N oer Dldc‘\'o M el b, S Wer ek
Suives ploen o Qdlede cier
by ~ Sepmmensub

b +A
b ¢ =2 (dk -r”!) = Samatasatt

6L+ 57 St 1) - sammtnsate
b + 1= 1{3‘{ -rﬂ} S
6¢ ¢ 5§

t){ Priovdel Can (M Terwes P _[:-nlf‘if“""f-"‘l. ble + ¢ : {:Eé;rﬁg

Sen A3se £ SamaunSadt

Ok ale Pimiall Me Guves 5600 bu+t eller bu+s

b) usann, Stdun 65 o Wl eA PrImill



OPPGAVE 4.
Regn ut x i falgende uttrykle

e =12 (mod 102)

(tadent A 300s12 (modl02)

X = 102k + 12
30
%= 2317k r 2:23
235
= | Pkt
)
k=" =2 x=11

N s0t = 12 (il
EC}H 6 é é
g s 5x, = 2 (hodl?
T o we logde

4 g7 fort 0 e ?arr’ § :
w=+ fh;ﬂ{-w%:f pr{? htviv & o 2.

Telte W iﬁag,a.ffﬂﬂ. e y= 1Y
Gtudent € J0k =12 (mod (62 ;- M
o
4

K, s lER—p
- : f

? Lf ffw::n: fi:g:iiif frer La ‘5"”;‘“—9'4&
1|z pobn=1.,ne? 3
1 - Etﬁ!" s f-ﬂf.l‘: = 1Fa-3 ,n

Y| e <Y
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Student D Jox= |7 [mallo2)
E7 Jou=102kt 12 |36

SATRVEREY

Skal wlbs6 ho tald o 13 -ganger (oh
er Lminere enn foll i §-ganpen-
Tull Jorm & 1 mindte enn Z g
Iopange har sitte 8 ffe 3 oller § mr o0
ou sLfre Foller 2 ner X<0

- F uﬁo;{&rﬁib dtffﬁ

P 1200 = S x-2

A= -3

Ef full v V7 ~gang en fﬂ.pf fel =3
vil oysé oppdylile fletic seden v
opererer bedl7). AltsE v vt

xeflpn=3, nelk

(fuden t E
Joxz |2(mod!02)
30K kv -
oz
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OPPGAVE 5.
La neM.

Vis at hvis n? er delelig med 7, sa er n delelig med 7
Forklar kort logikken i beviset ditt.

Shadant 4°

AN o gy ek
B0 e dudy wed b —v bl 0 & W did el

NEN swok il dider N nen 7 foir Noa
ST md e el N — nbirenk
Shudint B

12 3t o 11025 s tosE — > clee fo5”

105 = 35 = T Sdor 105
WIS ﬂ«»&oﬂg&v!né ay M2

s 72
045d dL\Q\)J Med ] | 7/ G 1
Men s Lopsont Sepg on av N8 L o ilwdoer 7
Av o N e ddeVg mek 7 /
dedank ¢
AL g )~ n=K e (3% Yie
317 dde n? —= pt= T

Sa e ety mek T
A
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OPPGAVE 6. Under kan du se to besvarelser pa felgende oppgave:

Vis at kubetall alltid kan bli skrevet som differansen mellom to kvadraitall,

a) Hva kan du sl om styrker og/eller svakheter til argumentasjonen til student A sin
besvarelse?

Student A sin besvarelse:

_ fnd It nt — 0t £ n?

() ()
TR LN, I S, L IR

- 1

B 41‘13

e

=n?

Har altsa vist at differansen mellom kvadratene til to pafelgende trekanttall samsvarer
med et kubetall, Kan altsa finne en samsvarene differanse til et hvert kubetall. (LE.D.

b) Hva kan du si om styrker og/eller svakheter til argumentasjonen til student B sin
besvarelse?.

Student B sin besvarelse:
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OPPGAVE T.

Vis at felgende pastand enten er sann eller nsann:
"Hvis du dohler summen av to kvadrattall, kan du skrive det som summen av to kvadrat-

tall”

Elsempel:

2 +3%) =2(2549) =68 =644+ 4=8" 42

AT+ 4% =2(494+16) = 130 =121+ 9 = 11" + 3°

(1117 4+ 11%) = 2(12321 + 121} = 24884 = 14884 + 10000 = 1222 + 100°

Studeny R

9. (doo0® + 95%) = (4e00 + 35)? + (Hooo - a5)?

4m’tg;a§ff.£+ 25> Hm::*-g-)ma’-ﬁ +95%

3. loo® + 2.952

u

S+udenr B

vieer e Lol Lall
|:\| I".|-E_r |i":l‘"- -

n " 1 ’
L. "D 0y .
L R S L . ""'u'?_

Men 0F o Wk o wedsball, S5 PG
€ weann

Sendent C
(a+b)? + Ca-o)=

n‘+9,dg4-b“+ u‘-gd‘gdrb'l:

9.4 & ‘.’-'t-bg'

75



Sxudent
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OPPGAVE 8.

La neZ.
Vis at om n® + 5 er et partall, sa er n er et oddetall.

Saudenr: A
Aipnd+S o (et
oddghall — @ in e Parel\

Bin o .
N-Qx fec kel

WS 0o Pectl, da &7
Wes = (2 4S = BLPSm 8L AR
- e (adea)+ Rk =2wsd edctetal (

/

s 3y 5 4 Pactel, i s T cdhld

Student B

o ws @ Peclell o

Dex 94 W g N er parll

w=2%

\A”—ks: Cik-)
=2 (4E3+2) A A

%= P35 = 8L 4
=2w+ A4 cdderall

* WIS g oddefa(| s
wm= 2t

Wes= (2e) s ,
- gedr3(zefaa3.zed 4

=83+ 3: 4ty 5~ZZ.~43+{ LS
o geliae e bl + 6
= 2% (4’ 6% 3e +3)

2
Bn

dux Shumimer DEC N L0 sfdefa {
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Vedlegg 4: Godkjennelse fra Sikt
49 Sikt

Assessment of processing of personal data

Reference number Assessment type Date
694860 Standard 10.01.2024
Title

Preservice secondary mathematics teachers’ production and review of mathematical arguments in elementary algebra

Institution responsible for the project
Universitetet i Agder / Fakultet for teknologi og realfag / Institutt for matematiske fag

Project leader
Konstantina Kaloutsi

Project period
01.08.2022 - 31.07.2028

Categories of personal data
General

Legal basis
Consent (General Data Protection Regulation art. 6 nr. 1 a)

The processing of personal data is lawful, so long as it is carried out as stated in the notification form. The legal basis is valid until
31.07.2028.

Notification Form [

Comment
You have updated your Notification Form. We cannot see that you have made any changes to the Notification Form or attachments that
will affect our assessment of how personal data are processed in this project.

Read more about which changes should be notified to Data Protection Services before you send in changes in the future:
https://sikt.nofen/notify-changes-notification-form

FOLLOW-UP OF THE PROJECT
We will follow up the progress of the project underway (every other year) and at the planned end date in order to determine whether

the processing of personal data has been concludedy/is being carried out in accordance with what is documented.

Good luck with the project!
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