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Forord

30 ar etter at jeg begynte pa leererutdanningen ved Hggskolen i Agder, ble det endelig min tur
til 3 levere en masteroppgave i matematikkdidaktikk. | arene imellom har jeg jobbet 24 ar som
lerer, ti ar i grunnskolen og 14 ar i videregaende skole. | tillegg har jeg fatt to barn som na er
voksne, og selv studerer for a bli lzerere. Da de begynte a studere, innsa jeg at det var pa tide
at ogsa jeg fullfgrte drgmmen min om en mastergrad. Slik startet det som skulle bli fire
leererike, men sveert krevende ar. Fgrst to ar pa NTNU med matematikkfag, og na de to siste
arene pa masterstudiet ved Universitetet i Agder. Alt samtidig som jeg har jobbet fullt som
leerer i videregdende skole. Det har absolutt veert tider hvor det har veert over giennomsnittet
krevende, men jeg har aldri mistet motivasjonen eller lysten til 3 fortsette. Den aller stgrste
grunnen til det, er at det har veert utrolig spennende, ggy og nyttig a leere sa mye nytt!

Jeg stortrives i jobben min som matematikklaerer, og jeg brenner for a hele tiden utvikle meg
som pedagog og fagperson. Det fgrste semesteret ved UiA hadde vi emnet Arbeidsmater i
matematikk, og maten vi her jobbet med problemlgsning, engasjerte meg spesielt. Det var sa
goy! Jeg ville jobbe sann med mine egne elever. Samtidig kom den nye laereplanen hvor
utforskende arbeid og dybdelzering var i fokus. Jeg var aldri i tvil om hva jeg ville fordype meg
i gjiennom masterarbeidet mitt! Jeg har alltid vaert opptatt av at elevene mine ser at
matematikk er mer enn et skolefag, og problemlgsning er absolutt en brobygger mellom det
de laerer pa skolen og hverdagsmatematikken. Na gleder jeg meg til a fokusere fullt pa jobben
min som laerer igjen, og a sette alle planene og idéene mine ut i livet i klasserommet.

Intet menneske er en gy, og jeg hadde aldri klart a fullfgre disse studiearene uten flokken min!
Tusen takk til min kjaere Frank som har stgttet meg i motgang og medvind, hatt middagen klar
og handlet inn sjokolade, trgstet med gode klemmer og ord. Det er uendelig godt a veere to!
Et stort takk ma ogsa ga til min mest trofaste heiagjeng, mine foreldre, som heier og tror pa
gull uansett hva jeg begir meg ut pa. Det er godt a ha kjzerligheten deres i ryggen! Sa ma jeg
ogsa fa si tusen takk til mine to vidunderlige sgnner — takk for stgtten jeg har fatt, interessen
dere har vist for arbeidet mitt og for alle fagpratene vi har hatt disse arene. Dere er sa fine, og
dere har virkelig motivert meg! Sa ma jeg ikke glemme a takke min kjeereste venninne Nina!
Du har fatt meg til 8 ta pauser fra skrivingen for @ sove i telt og brenne bal i Jegers, se pa
stjernene og bare veere — tusen takk for alle fine gyeblikk!

Til slutt ma jeg fa uttrykke stor takknemlighet for min veileder, Martin Carlsen. Det var du som
ferst inspirerte meg til & skrive om problemlgsning gjennom ditt engasjement i Arbeidsmater
i matematikk. Som veileder har du veaert engasjert, engasjerende, stgttende og motiverende.
Du har alltid hatt tid, vist stor interesse og kommet med konstruktive tilbakemeldinger. Jeg
kunne ikke hatt en bedre veileder enn deg! Tusen takk!






Sammendrag

Dette er en kvalitativ case-studie som tar for seg en liten gruppe med elever fra andre aret i
videregaende skole som jobber med problemlgsning i matematikk. Studien belyser hvilke
strategier og medierende verktgy disse elevene tar i bruk i sitt problemlgsningsarbeid, samt
hvilken rolle de medierende verktgyene spiller for elevenes muligheter for a8 appropriere
begreper og idéer innenfor ulike matematiske emner som for eksempel sannsynlighet og
kombinatorikk i problemlgsningsprosessen. Studien har ogsa sgkelys pa hva som
karakteriserer gruppas problemlgsningsprosess. De tre forskningsspgrsmalene som studien
forspker a svare pa er som fglger: 1. Hvilke problemlgsningsstrategier kan identifiseres i
dialogen blant elevene i en smagruppe nar de samarbeider om a Igse
problemlgsningsoppgaver? 2. Hva karakteriserer gruppas problemlgsningsprosess? 3. Hvilken
rolle spiller medierende verktgy for elevenes muligheter for & appropriere matematiske

begreper og idéer i problemlgsningsprosessen?

Det empiriske materialet studien bygger pa er hentet fra observasjon med lydopptak fra syv
gkter av en smagruppes arbeid med problemlgsningsoppgaver, semistrukturerte intervjuer av
smagruppa fer og etter observasjonsperioden, samt elevenes inskripsjoner. Disse
inskripsjonene er hentet fra elevenes individuelle skrivebgker, elevenes Notebook’er, som de
brukte under gktene hvor de jobbet med problemlgsningsoppgavene. Studien bygger pa et
sosiokulturelt lzeringssyn da fokuset i gruppeobservasjonen er samtale og diskusjon,
samarbeid og bruk av bade fysiske og psykologiske medierende verktgy. Da denne studien
bygger pa en gruppe med fire elever og deres arbeid med matematiske problemer, vil det
derfor veere relevant & se pa strategibruk med smagruppa som utgangspunkt heller enn
enkeltindividet. Studien ser ogsa pa hvilken rolle medierende verktgy spiller for elevenes
muligheter for a appropriere matematiske begreper og idéer i problemlgsningsprosessen, og
her vil eksempler pa medierende verktg@y vaere elevenes inskripsjoner, den muntlige samtalen,
hverandre og gruppas strategibruk. Det er brukt en dialogisk tilnserming til datamaterialet da
samtale og sprakbruk star sentralt i et sosiokulturelt leeringssyn. For & kunne identifisere
hvordan elevene gir uttrykk for matematisk resonnering og meningsskaping, er hver episode

delt opp i mindre sekvenser (Wells, 1999).

Det teoretiske rammeverket for studien bygger videre pa de tre nart beslektede

problemlgsningsmodellene til Polya (1957), Borgersen (1994) og Mason med kollegaer (2010),



og deres redegjgrelse for hvordan elever og studenter Igser matematiske problemer. Analyser
av datamaterialet viser at elevene bruker tilsynelatende liten tid pa a analysere og definere
problemet de skal jobbe med, men heller gar raskt i gang med a prgve a lgse problemet. Det
er ikke observert bevisste forsgk pa a legge en plan for Igsningsarbeidet. Analysen viser at
elevene ofte holder fast pa fgrste idé, og bruker mye av tiden de har til radighet pa a finne
regnemater som kan fgre dem frem til det antatte svaret. Elevene brukte liten eller ingen tid
til a reflektere over Igsningen de kom frem til, men uttrykte gnske om a fa neste oppgave eller
pause sa fort de kom frem til ett svar de var forngyd med. Analysen viser ogsa at elevenes
bruk av strategier, inskripsjoner, dialogen og hverandre, og hvordan disse anvendes som

medierende verktgy, pavirker fremgangen i elevenes Igsningsprosess.



Abstract

This is a qualitative case study that examines a small group of second-year high school
students working on problem-solving in mathematics. The study highlights the strategies and
mediating tools these students use in their problem-solving work, as well as the role the
mediating tools play in the students' opportunities to appropriate concepts and ideas within
various mathematical topics such as probability and combinatorics in the problem-solving
process. The study also focuses on what characterizes the group's problem-solving process.
The three research-questions that the study seeks to answer are as follows: 1. What problem-
solving strategies can be identified in the dialogue among students in a small group when they
collaborate to solve problem-solving tasks? 2. What characterizes the group's problem-solving
process? 3. What role do mediating tools play in students' opportunities to appropriate

mathematical concepts and ideas in the problem-solving process?

The empirical material that the study is based on is derived from audio recordings of seven
sessions of a small group's work on problem-solving tasks, semi-structured interviews with the
small group before and after the observation period, as well as the students' inscriptions.
These inscriptions were obtained from the students' individual writing books, the students'
Notebook’s, which they used during the sessions where they worked on problem-solving
tasks. The study is based on a sociocultural learning perspective as the focus of group
observation is on conversation and discussion, collaboration and the use of both physical and

psychological mediating tools.

As this study is based on a group of four students and their work with mathematical problems,
it is therefore relevant to focus on the group's use of strategies rather than the individual's.
The study also examines the role of mediating tools in the students' ability to appropriate
mathematical concepts and ideas in the problem-solving process, with examples of mediating
tools including the students' inscriptions, oral conversation, each other and the group's
strategy use. A dialogic approach has been used to analyze the data, as conversation and
language use are central in a sociocultural view of learning. To identify how students express
mathematical reasoning and meaning-making, each episode is divided into smaller sequences

(Wells, 1999).



The theoretical framework of the study builds upon the three closely related problem-solving
models of Polya (1957), Borgersen (1994), and Mason et al. (2010), and their accounts of how
students solve mathematical problems. Analysis of the data shows that the students appear
to spend little time analyzing and defining the problem they are working on, but instead
quickly jump into trying to solve the problem. No attempts to plan the solution process were
observed. The analysis shows that the students often stick to their first idea and spend much
of their available time trying to find computational methods that can lead them to the
assumed answer. The students spent little or no time reflecting on the solution they found,
but expressed a desire to move on to the next task or take a break as soon as they arrived at
an answer they were satisfied with. The analysis also shows that the students' use of
strategies, inscriptions, dialogue, each other, and how these are used as mediating tools,

affect the progress of the students' problem-solving process.
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1 Innledning
Jeg har valgt a gi masteroppgaven min tittelen «En smagruppes arbeid med problemlgsning i

videregdende skole — en studie av gruppas bruk av strategier og appropriering av ulike
medierende verktgy i problemlgsningsfasen». Jeg vil altsa studere hvordan elever arbeider
med 3 Igse matematiske problemer, og hvordan dette er med pa a gi neering til

leeringsprosessen deres i matematikk.

1.1 Bakgrunn for valg av emne til studien

Programme for International Student Assessment (PISA) maler 15-aringers kompetanse i
lesing, matematikk og naturfag. | 2006 presterte norske skoleelever under OECD?-
gjennomsnittet i bade matematikk og lesing pa den internasjonale PISA-testen, og sendte med
det et sjokk gjennom skole-Norge (Sanden, 2010). | Norge har resultatene fra PISA-testen hatt
stor innflytelse pa offentlig debatt og utdanningspolitikk, og denne ligger i stor grad til grunn
for Kunnskapslgftet som ble innfgrt i 2006. De samme prinsippene herfra har blitt viderefgrt i
Leereplanverket for Kunnskapslgftet 2020, LK 20 (Sjgberg, 2021). Fra og med 2012 har PISA-
testen ogsa malt 15-aringers ferdigheter i problemlgsning, en kompetanse som blir ansett som
viktig i bade skolegang, arbeids- og samfunnsliv. OECD (2013, s. 122) definerer problemlgsning
i rammeverket for PISA 2012 slik:

... an individual’s capacity to engage in cognitive processing to understand and resolve
problem situations where a method of solution is not immediately obvious. It includes
the willingness to engage with such situations in order to achieve one’s potential as a

constructive and reflective citizen.

| tillegg til at elevene ma forsta problemet, planlegge og gjennomfgre Igsningsprosessen, star
ogsa elevenes evne til a tenke kreativt og kritisk sentralt. Pa problemlgsningsomradet har de
norske elevene prestert rundt gjennomsnittet i OECD, mens land som Japan og Sgr-Korea har
toppet resultatlisten (Kjeernsli et al., 2014). | Japan har problemlgsning preget matematikk-
undervisningen siden 1950-tallet (Hino, 2007), og i PISA-sammenheng har Japan veert blant de

landene som ogsa presterer best i matematikk (Kjeernsli et al., 2014). Det kan fa en til 3 spgrre

! Organisation for Economic Co-operation and Developement
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seg om det er en sammenheng mellom det store fokuset pa problemlgsning i japanske

klasserom og den gode prestasjonen i matematikk hos japanske skoleelever.

Ogsa Kongelf (2011) viser til at land som presterer hgyt i matematikk fokuserer sterkt pa
problemlgsning. | Singapore, som ogsa topper resultatlistene i PISA-testen, betraktes
problemlgsning som kjernen i matematikkundervisningen i rammeverket for leereplanen, og i
lerebgkene er hele kapitler satt av til problemlgsning hvor fokuset er pa heuristikker, altsa
spesifikke strategier for problemlgsning (Kongelf, 2011). | norsk skole har det, ifglge Kongelf

(2011), ikke veert jobbet systematisk med slike problemlgsningsstrategier tidligere.

PISA-undersgkelsen, samt liknende undersgkelser som Nasjonale Prgver og den
internasjonale undersgkelsen i matematikk og naturfag for grunnskolen, TIMSS, maler bare
deler av den totale kompetansen som blir uttrykt i den nasjonale lzereplanen i matematikk.
Samtidig er det verd 3 merke seg hvordan de alle legger vekt pa problemlgsning (Svingen &
Gilje, 2018). Ved a vektlegge slike oppgaver, kan elevens helhetlige kompetanse i matematikk
males. «Oppgaver i problemlgysing er viktige for a utvikle ein heilskapleg matematisk
kompetanse som gjer elevane gode til & resonnere, argumentere, sja samanhengar, trekke
slutningar og samanfatte» (Svingen & Gilje, 2018, s. 9). A jobbe med problemlIgsningsoppgaver
gir altsa elevene en mulighet til @ utvikle en helhetlig matematisk kompetanse da slike
aktiviteter bidrar til gkt forstaelse og dybdelaering hos elevene (van Galen et al., 2008).
Matematikkundervisningen i Norge har, ifglge Svingen og Gilje (2018), vaert preget av
rutineoppgaver og 8 memorere algoritmiske prosedyrer fra laerer. Denne maten a jobbe pa
betegner de som overflateleering, som er motsatsen til dybdelzering (Svingen & Gilje, 2018, s.
10). Det var derfor interessant at den nye overordna delen av laereplanen, Verdier og
prinsipper for grunnopplaringen, har lagt vekt pa at skolen skal «gi rom for djupnelaring slik
at elevane utviklar forstaing av sentrale element og samanhengar innanfor eit fag, og slik at
dei lzerer a bruke faglege kunnskapar og ferdigheiter i kjende og ukjende samanhengar»
(Kunnskapsdepartementet, 2017, s. 11). Ludvigsen-utvalget (2014, s. 14) skrev i sin rapport
«Fremtidens skole: fornyelse av fag og kompetanser» at «dybdelaering innebzerer ogsa at
elevene bruker sin evne til 3 analysere, Igse problemer og reflektere over egen lzaering til 3
konstruere helhetlig og varig forstaelse». Dybdelaering innebzerer at elevene mestrer a bruke

relevante laeringsstrategier og reflektere over egen laering (Nosrati & Waege, 2018). For a
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utvikle kompetanse og dybdelaering, kan det vaere nyttig at elevene blant annet jobber med

problemlgsning.

| den nye laereplanen har nettopp problemlgsning fatt en stor plass. Her kan vi lese at
problemlgsning og utforsking er viktig for dybdelzaering. Utdanningsdirektoratet (2019)
beskriver problemlgsning ved at elevene utvikler en metode for a Igse et problem de ikke
kjenner fra for. | leereplanens kjerneelementer for matematikk fellesfag Vg1, kan vi videre lese
at elevene skal legge mer vekt pa strategier og fremgangsmater enn pa selve Igsninger og svar
(Kunnskapsdepartementet, 2019). Vi ser altsa at strategier er en viktig del av den nye

leereplanen i matematikk. | kierneelementene star det at

Utforsking handler om G legge mer vekt pa strategiene og framgangsmdtene enn pd
Igsningene. Algoritmisk tenking er viktig i prosessen med & utvikle strategier og
framgangsmdter for G Igse problemer og innebaerer G bryte ned et problem i

delproblemer som kan Igses systematisk (Kunnskapsdepartementet, 2019).

Tradisjonelt sett har kommunikasjonen i matematikkundervisningen vaert preget av laereboka
ved at lzereren forklarer det som star der, og elevene jobber videre med oppgaver som likner
pa dem som allerede har blitt giennomgatt av leerer (Carlsen & Fuglestad, 2010). Frem til nylig
har ikke mange elever i norske matematikklasserom fatt erfare og jobbe med rike oppgaver,
som utforskende problemlgsningsoppgaver kan veere (Waege & Nosrati, 2018). Ifglge Carlsen
(2008) har det blitt et stgrre fokus pa dialog og kommunikasjon i forskningen som gjgres pa
leringen i matematikk de senere arene, og det benyttes mer samarbeidslaering i
matematikkundervisningen na enn tidligere. Samarbeidslaering kan beskrives ved at elevene
jobber sammen i smagrupper for & maksimere laeringsutbyttet bade for seg selv og de andre
elevene i gruppa (Johnson et al., 2006). Borgersen (1994) konkluderte i sin forskningsartikkel
med at samarbeidsleering i smagrupper fungerte godt nar studentene jobbet med

problemlgsningsoppgaver i geometri.

Kunnskapslgftet 2020 er na gjeldende i norsk skole, og laerere ma gjgre en del endringer med
tanke pa hvordan de legger opp undervisningen sin sammenliknet med tidligere ar. At laereren
gar fra @ vaere en person som har alle svarene lett tilgjengelig for elevene, til 3 ta rollen som
veileder mens elevene jobber utforskende i matematikk, kan vaere utfordrende bade for leerer

og elever. Denne undervisningsformen er annerledes enn den tradisjonelle undervisningen
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bade lerere og elever har vart vant til i norsk skole, og det krever en omstilling fra begge

parter, noe som vil ta tid.

Jeg @nsker i denne studien @ se pa hvordan en gruppe pa fire elever jobber med
problemlgsningsoppgaver og hvilke strategier de bruker i dette arbeidet. Hovedmalet mitt er
a tilveiebringe ny innsikt om hva som kjennetegner problemlgsningsprosessen hos elever i
videregaende skole som samarbeider om a Igse matematiske problemer i smagrupper, samt
deres appropriering av matematiske begreper og idéer. Sekundaert haper jeg at dette arbeidet
vil inspirere og trygge meg og andre lzrere til & gke bruken av problemlgsningsoppgaver og
samarbeidslaering i egen undervisning, og pa den maten ta i bruk den nye laereplanen pa en

hensiktsmessig mate.

1.2 Forskningsspgrsmal

Matematisk problemlgsning har lenge vaert sett pa som et viktig aspekt ved matematikk,
undervisning i matematikk og leering av matematikk (Liljedahl, 2016). A jobbe med
problemlgsning i skolen er tidkrevende, men resultatene fra PISA-testen og tidligere forskning,
se for eksempel Carlsen (2008) og Schoenfeld (1985, 1992), tilsier at det gir gode resultater og
er derfor verdifull bruk av tid. Med den nye laereplanen ma na lzeerere la problemlgsnings-
aktiviteter fa stgrre plass enn tidligere i matematikkundervisningen. Ved a sette av tid til
samtale og diskusjon i matematikktimene, og la elevene samarbeide i smagrupper om a lgse
problemer, bidrar undervisningen til gkt forstaelse og dybdelaering hos elevene (van Galen et
al., 2008). Det er allerede gjort en del forskning pa strategier elever benytter seg av nar de
jobber med problemlgsning i smagrupper, for eksempel av Bjuland (2002) og Kongelf (2011).
Jeg vil i tillegg til 3 se pa problemlgsningsstrategiene i elev-elev dialogene, ogsa se pa hva som
karakteriserer gruppas problemlgsningsprosess og hvordan de approprierer matematiske
begreper og idéer i denne prosessen. Jeg har derfor kommet frem til fglgende

forskningsspgrsmal:

1. Hvilke problemlgsningsstrategier kan identifiseres i dialogen blant elevene i en
smagruppe nar de samarbeider om a Igse problemlgsningsoppgaver?

2. Hva karakteriserer gruppas problemlgsningsprosess?
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3. Hvilken rolle spiller medierende verktgy for elevenes muligheter for & appropriere

matematiske begreper og idéer i problemlgsningsprosessen?

For 3 besvare det fgrste forskningsspgrsmalet mitt vil jeg se pa hvilke
problemlgsningsstrategier elevene jeg observerer bruker i gruppedialogene de har under
arbeidet med de ulike problemlgsningsoppgavene. Jeg vil i delkapittel 2.1.7 gjgre rede for hva
jeg mener med problemlgsningsstrategier, mens jeg i 2.1.2 gjgr rede for hva som ligger i
begrepet problemlgsningsoppgave. Dette er et spgrsmal som jeg besvarer ved a identifisere
de ulike strategiene som blir brukt i problemlgsningsarbeidet pa gruppeniva. | det andre
forskningsspgrsmalet vil fortsatt problemlgsningsstrategiene spille hovedrollen, men jeg vil
Ipfte frem hva som karakteriserer gruppas problemlgsningsprosess og hvilke strategier gruppa
bruker som fglge av det. Her vil jeg trekke inn problemlgsningsmodellene jeg beskriver i
delkapittel 2.1.5. For & besvare det tredje forskningsspgrsmalet mitt, vil jeg se etter hvilken
rolle medierende verktgy spiller for at gruppa approprierer matematiske begreper og idéer i
sin problemlgsningsprosess. Elevene arbeider med matematiske begreper og idéer knyttet til
kombinatoriske tilneerminger som ordnet og uordnet utvalg med og uten tilbakelegging, samt
polynomer. Nar elever bruker medierende verktgy i arbeidet med problemlgsningsoppgaver i
smagrupper, kan dette i spesielle tilfeller sees pa som ulike strategier. | delkapittel 2.2.3 vil jeg

redegj@re for begrepene medierende verktgy og appropriering.

Det eksisterer ulike syn pa problemlgsning og hvilken rolle problemlgsning skal ha i
undervisningen (Schoenfeld, 1992). For & kunne besvare mine forskningsspgrsmal, var det
hensiktsmessig at elevene fikk arbeide med problemligsning slik det beskrives av blant andre
Mason et al. (2010), Polya (1957) og Schoenfeld (1992). Jeg utarbeidet derfor et
undervisningsopplegg basert pa disse forskernes syn pa problemlgsning og
problemlgsningsstrategier som faglaerer tilpasset til den aktuelle klassen hvor de fire elevene
jeg observerte hgrte til. Dette gjennomfgrte hun med hele klassen da vi var midtveis i
observasjonsperioden. Dette gjorde at jeg kunne se etter en endring i gruppas tilnaerming til
problemene og strategibruk fgr og etter at de hadde gjennomgatt et undervisningsopplegg i
emnet. Alle forskningsspgrsmalene har blitt besvart basert pa observasjon og lydopptak av
gkter der gruppa samarbeidet om a lgse de ulike problemlgsningsoppgavene, i tillegg til

elevenes inskripsjoner.
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1.3 Tidligere forskning pa problemlgsning

| 2016 ble den trettende internasjonale kongressen om matematikkundervisning, ICME,
arrangert i Hamburg, hvor problemlgsning var og har veert et sentralt emne siden oppstarten
i 1969. Til denne konferansen skrev Liljedahl og tre av hans kollegaer heftet «Problem Solving
in Mathematics Education», Problemlgsning i matematikkundervisningen, hvor de samlet fire
forskjellige, men samtidig nzert beslektede dimensjoner i matematisk problemlgsning, og med

det bidro til nyere forskning pa emnet.

Det fgrste kapitlet ble skrevet av den tyske matematikeren Regina Bruder, og hun presenterte
her et nyansert syn pa ulike heuristikker brukt i problemlgsning. Hun apnet sitt bidrag med
historien om Arkimedes i badekaret, og fortalte at det var fra denne hendelsen ordet
heuristikk ble knyttet til problemlgsningsprosessen. Hun pekte pa at det har blitt gjort mye
forskning pa problemlgsningsprosesser basert pa Polyas (1957) problemlgsningsmodell som
vektlegger viktigheten av heuristiske strategier, blant annet av Borgersen (1994) og
Schoenfeld (1985, 1992). Fra denne forskningen har det blitt antatt at undervisning og laering
av heuristiske strategier, prinsipper og verktgy vil gi elevene en orientering i problem-
situasjoner og at dette dermed kan forbedre elevenes evne til a Igse problemer (Bruder, 2016).
Da mitt gnske for denne studien var a se pa blant annet problemlgsningsstrategier, var
nettopp denne forskningen aktuell for 3@ besvare mine forskningsspgrsmal, og jeg har derfor
anvendt blant annet Schoenfelds forskning fra 1985 og 1992 i arbeidet mitt med denne

studien.

Liljiedahl (2016) har selv skrevet det andre kapitlet, «En historie om kreativitet i
matematikkundervisningen», hvor han ser pa kreative aspekter ved problemlgsning. Han
apnet ogsa med historien om Arkimedes i badekaret og hans arbeid med problemer, og han
pekte pa at matematikken har vokst frem fra kreativitet. Ogsa han sa spesifikt pa strategier i
sin dimensjon, og han presenterte arbeidet til npkkelforfattere og forskere som Mason med
kollegaer (1991, 2010), Polya (1957) og Schoenfeld (1985, 1992), hvis arbeid har gitt oss innsikt
i stadig mer kreative problemlgsningsheuristikker for a Igse ulike problemer. Liljedahl (2016)
ble etterfulgt i det tredje kapitlet av Santos-Trigo (2016) som beskrev problemlgsning i og med
digitalt verktgy. Malaspina (2016) dokumenterte i det fjerde og siste kapitlet fremveksten av

problemer i matematikkundervisningen generelt og problemlgsningslitteratur spesielt.
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Hver av disse fire dimensjonene refererte pa en kritisk og sentral mate til arbeidet til Polya
(1957) og Schoenfeld (1985, 1992), noe som ikke bg@gr veere en overraskelse da det
banebrytende arbeidet til disse forskerne ligger i rgttene til matematisk problemlgsning
(Liljedahl et al., 2016). Det som gjorde disse fire bidragene sa interessante, var hvordan de pa
hver sine ulike mater fikk arbeidet til Polya (1957) og Schoenfeld (1985, 1992) til 3 passe inn i
det stgrre bildet av deres respektive dimensjoner. Dette viste ikke bare dybden og bredden i
Polya (1957) og Schoenfelds (1985, 1992) innflytelsesrike arbeid, men ogsa mangfoldet i
hvordan de kan tolkes og brukes til a8 utvide var tenkning om problemlgsning (Liljedahl et al.,

2016). Disse forskerne vil derfor ogsa prege min studie.

Jeg valgte a stgtte meg til forskningen til saerlig Borgersen (1994), Mason med kollegaer (1991,
2010), Polya (1957) og Schoenfeld (1985, 1992) nar jeg presenterte ulike
problemlgsningsmodeller og omtalte ulike problemlgsningsstrategier. Polya (1957) var en av
de fgrste som beskrev problemlgsning og problemlgsningsstrategier slik vi i dag er kjent med
disse begrepene, og mange forskere har studert problemlgsning i skolen med Polyas (1957)
forskning som utgangspunkt, blant andre Bjuland (2002), Borgersen (1994), Carlsen (2008),
Mason med kollegaer (1991, 2010) og Schoenfeld (1985, 1992). Polya (1957) beskrev
problemlgsningsprosessen gjennom fire steg, og pekte samtidig pa ulike strategier som kan
veere nyttige for problemlgseren. Schoenfeld (1985, 1992) forsket ogsa pa problemlgsning og
bruken av strategier i skolen, og har sett pa hvordan bruken av blant annet monitorerende
spgrsmal kan bidra positivt i elevens problemlgsningsprosess. Mason har med flere kollegaer
(1991, 2010) sett pa ulike strategier i problemlgsningsprosessen, og har ogsa utviklet en
problemlgsningsmodell bestaende av tre faser. | sitt arbeid er de mer opptatt av prosessen
enn av selve svaret, og presenterer flere nyttige heuristikker problemlgseren kan benytte i de
ulike fasene. Borgersen (1994) har forsket pa hvordan smagrupper med studenter arbeidet
med problemer i geometri, og han utviklet en problemlgsningsmodell bestaende av syv trinn
som tar utgangspunkt i Polyas (1957) fire steg. Borgersen (1994) studerte matematikk-
studenters arbeid i smagrupper, og sgkelyset pa studenters arbeid i smagrupper har Bjuland
(2002) tatt med seg i sin studie av laererstudenters arbeid med problemlgsningsoppgaver i
geometri i smagrupper. Carlsen (2008) studerte smagrupper med elever i videregdende skole
som jobbet med problemlgsningsoppgaver knyttet til skalarprodukt og geometriske rekker.

Da jeg ogsa gnsket a studere en smagruppes arbeid med problemlgsningsoppgaver og deres
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appropriering av matematiske begreper gjennom det, har mitt perspektiv i denne studien vaert

preget av et sosiokulturelt syn pa lzering og utvikling.

1.4 Studiens oppbygning

Denne oppgaven bestar av syv deler; et innledende kapittel (kapittel 1), et kapittel som
presenterer det teoretiske rammeverket studien bygger pa (kapittel 2), en del med
forskningsmetoder og hvordan disse ble giennomfgrt (kapittel 3), resultater fra observasjonen
(kapittel 4), diskusjonsdel (kapittel 5), implikasjoner (kapittel 6) og til slutt egenrefleksjon
(kapittel 7).

| kapittel 2 vil jeg presentere det teoretiske rammeverket som ble brukt som grunnlag for
studien. Denne delen er delt inn i to hoveddeler. Den fgrste delen, om problemlgsning i
matematikk, er delt inn i syv mindre delkapitler. Her starter jeg med a beskrive hva ulike
forskere synes @ enes om at matematisk tenking er, og Schoenfelds (1992) fem aspekter av
kognisjon vil ogsa bli presentert. | det andre delkapitlet vil ulike beskrivelser av et matematisk
problem bli presentert, f@r jeg pa bakgrunn av disse beskrivelsene definerer hva jeg selv legger
i begrepet. Videre beskrives rike matematikkoppgaver slik som de tre forfatterne Hedrén,
Hagland og Taflin (2005) beskriver slike med sine syv kriterier. | det fjerde delkapitlet
presenteres de fire nivaene av kognitive krav Stein med kollegaer (2009) ser for seg at ulike
matematikkoppgaver krever. Problemlgsningsbegrepet og de tre problemlgsningsmodellene
til Borgersen (1994), Mason med kollegaer (2010) og Polya (1957) blir beskrevet i delkapittel
5, fér Schoenfelds (1992) beskrivelse av nybegynnere og erfarne problemlgsere blir presentert
i delkapittel 6. Kapittel 2.1 avsluttes med et delkapittel om strategier i problemlgsning, og her

vil en kodingsmanual basert pa Kongelfs (2011) manual bli presentert.

Den andre hoveddelen i kapittel 2 er viet det teoretiske perspektivet pa leering og utvikling
som er brukt i oppgaven, nemlig et sosiokulturelt perspektiv. Her vil de tre punktene Salj6
(2001) mener er kjernen i et sosiokulturelt laeringsperspektiv bli presentert. Begreper som

appropriering, medierende verktgy samt dialog, samarbeid og lzering vil bli forklart.

Kapittel 3 bestar av atte deler, og her vil metodiske problemstillinger bli behandlet. Den fgrste
delen beskriver studiens forskningsdesign, og i den andre delen blir metodene som er brukt i

datainnsamlingen forklart. Videre vil valg av observasjonsutvalg til studien bli grunngitt, fgr

18



det gis en oversikt over datagrunnlaget. | den femte delen begrunnes valg av oppgaver som
ble brukt som utgangspunkt for observasjonsgktene, og de fire episodene som ble brukt i
analysen beskrives naermere. Den sjette delen er viet analysen og den analytiske
tilneermingen, analyseprosessen og kodingen som er brukt i studien. Til slutt vil de

forskningsetiske vurderingene og noen metodiske betraktninger bli drgftet.

| kapittel 4 vil resultater fra observasjonen presenteres, og her er kapitlet delt inn i tre
hoveddeler, ett for & besvare hvert av de tre forskningsspgrsmalene i studien. Det fgrste
delkapitlet presenterer strategiene som ble observert da elevgruppa jobbet med
problemlgsningsoppgavene, mens delkapittel to beskriver hva som kjennetegnet gruppas
problemlgsningsprosess da de befant seg pa hvert av de fire stegene i Polyas (1957) modell
for en problemlgsningsprosess. Det siste delkapitlet presenterer de medierende verktgyene
som ble observert at elevene benyttet seg av i problemlgsningsprosessen. Kapittel 5, 6 og 7 er

viet henholdsvis diskusjon, implikasjoner og egenrefleksjon.
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2 Teoretisk rammeverk

| dette kapitlet gnsker jeg a presentere det teoretiske rammeverket som jeg har basert studien
min pa og som kan gi en teoretisk forankring for analysen av det innsamlede, empiriske

materialet.

Fra og med 1980-arene og utover har det over store deler av verden blitt snakket mye om
problemlgsning i skolen (Alseth et al., 2003). Dette er ifglge forfatterne en konkretisering av
det synet de ulike landene har pa utdanning og oppdragelse. Siden det er et behov i alle
samfunn for mennesker som har evnen til 3 Igse problemer og handtere ukjente situasjoner,
har problemlgsing med tiden fatt en viktig rolle i leereplanen i matematikk. Matematiske
problemer og problemlgsning defineres pa ulike mater i litteraturen (Schoenfeld, 1992), sa jeg
vil derfor starte med a presisere hva jeg legger i de to begrepene nar jeg bruker dem i studien
min. | kapittel 2.1 gnsker jeg a presentere ulike definisjoner av sentrale begreper jeg bruker i
studien, begreper som et matematisk problem, matematisk tenking og problemlgsing, f@r jeg
ser narmere pa selve problemlgsningsprosessen, noen kjente problemlgsningsmodeller og de
ulike strategiene som brukes for a Igse et matematisk problem. Videre vil jeg redegjgre for det
sosiokulturelle lzeringsperspektivet i kapittel 2.2, som er lzeringssynet denne studien har tatt
utgangspunkt i. Der vil jeg gi en beskrivelse av medierende verktgy og teorien rundt det @ jobbe

med problemlgsningsoppgaver i grupper.

2.1 Problemlgsning i matematikk

Problemlgsning i matematikk har vaert mye diskutert blant laerere og andre fagfolk i de senere
arene. Kongelf (2011) peker pa at land som hevder seg i matematikk har et sterkt fokus pa
problemlgsning. | tillegg til Japan som jeg nevnte i delkapittel 1.1, kan for eksempel Singapore
nevnes, hvor problemlgsning er kjernen i matematikkundervisningen om vi ser pa ramme-
verket for laereplanen. Her vies store deler av lzerebgkene til problemlgsning med sgkelys pa
heuristikker, som er spesifikke strategier elevene kan bruke i arbeidet med slike oppgaver. Til
na har det veert fa slike oppgaver i norske leerebgker, og ingen fokus i opplaeringen pa
generelle strategier for problemlgsning (Kongelf, 2011). | den nye laereplanen, Kunnskaps-
Igftet 2020, har emnet fatt en stor og viktig plass, og star na som det fgrste kjerneelementet i

planen for matematikkopplaeringen for bade grunnskolen og videregaende skole. Her kan vi
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lese at «problemlgsning i matematikk handler om at elevene utvikler en metode for a lgse et
problem de ikke kjenner fra fgr» (Kunnskapsdepartementet, 2019). Begrepet problemlgsning
kan allikevel forstas pa flere ulike mater. Jeg vil derfor, i 2.1.5, definere og forklare dette
begrepet samt presentere tre ulike problemlgsningsmodeller. Fgr jeg gjgr det, gnsker jeg a
avklare hva matematisk tenkning er (2.1.1), hva et matematisk problem er (2.1.2), hva som
legges i betegnelsen rike oppgaver (2.1.3) og i lave og hgye kognitive krav (2.1.4). | kapittel
2.1.6 vil jeg gi et eksempel pa hvordan nybegynnere og erfarne problemlgsere jobber med et

matematisk problem, for jeg til slutt, i 2.1.7, gjgre rede for ulike problemlgsningsstrategier.

2.1.1 Matematisk tenkning

For a jobbe med problemlgsning trenger elevene a beherske matematisk tenkning. Schoenfeld
(1992) har utviklet fem aspekter av kognisjon som er viktige i arbeidet med problemlgsnings-
oppgaver. Det er ulike variasjoner blant detaljene rundt hva matematisk tenkning er hos ulike
forskere, men flere virker @8 enes om hva som menes med kognisjon og problemlgsning, og om
at matematisk tenkning deles inn i de fem aspektene av kognisjon som Schoenfeld har utviklet.

De fem kategoriene er:
Kunnskapsbase
Problemlgsningsstrategier

1.

2

3. Monitorering og kontroll

4. Oppfatninger og holdninger
5

Praksis

Ett av spgrsmalene jeg gnsker & besvare gjennom min studie, er hvilke problemlgsnings-
strategier elevene jeg observerer tar i bruk. Derfor vil kategori 2 og 3 bli omtalt i delkapittel
2.1.7, hvor jeg beskriver nettopp problemlgsningsstrategier. Kategori 1, kunnskapsbasen,
anser jeg som et viktig utgangspunkt for elevene nar de skal jobbe med
problemlgsningsoppgaver. Dette punktet vil jeg beskrive her sammen med en overfladisk
beskrivelse av punkt 4 og 5. Punkt 5 vil fa en mer omfattende beskrivelse i delkapittel 2.1.6,

hvor jeg tar for meg nybegynnere kontra mer erfarne problemlgsere.
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Den fgrste kategorien, kunnskapsbasen, er det elevene allerede har av tilegnet kunnskap og
hvordan denne allerede er appropriert av elevene. Vi kan ogsa si at kunnskapsbasen er det
som danner elevenes grunnlag for a skape matematisk mening og hvordan eleven har tilgang
til relevant informasjon (Schoenfeld, 1992). Dette er kunnskap og ferdigheter elevene kan
hente frem og bruke. Elevene trenger en viss forkunnskap for 8 komme videre nar de jobber
med problemlgsning, og de trenger ulik kunnskap for a Igse ulike problemer. Det er denne
forkunnskapen som utgjgr kunnskapsbasen. | det fglgende vil ogsa laererrollen bli kommentert
siden forskere tar frem dette, selv om jeg ikke kommer til 3 fokusere pa denne rollen i min
studie. For at en laerer skal fa en innsikt i hvordan elevene opptrer nar de jobber med
problemlgsningsoppgaver i matematikk, er det ngdvendig for leereren a ha innblikk i elevenes
kunnskapsbase. Det vaere seg elevenes besittelse av matematisk informasjon eller av verktgy
som er relevante for 3 Igse det aktuelle problemet. Dette innebaerer for eksempel kjennskap
til fakta, definisjoner og algoritmiske prosedyrer som elevene har tilgjengelig i arbeidet med
problemlgsningsoppgavene. Den sosiale sammenhengen er avgjgrende for elevens laering, og
heller enn at kunnskapen kun har en plass i elevens hode, eksisterer kunnskapen i samfunnet
og i menneskeskapte gjenstander, i menneskers samhandling og deres miljg. Dette er sentralt
i Vygotskijs lzeringsteori, hvor den sosiale konteksten er avgjgrende for elevenes laering (Saljo,
2001). Det er verd a merke seg at kunnskapsbasen til elevene kan inneholde feil og uriktige
oppfatninger i forhold til ulike begreper. Disse tar eleven med seg inn i problemlgsnings-

arbeidet og vil da vaere en del av kunnskapsbasen eleven jobber ut fra.

Den fjerde kategorien til Schoenfeld (1992) har jeg oversatt fra det engelske «beliefs and
affects» til oppfatninger og holdninger. En elev kan for eksempel ha en oppfatning av at han
behersker matematikk bedre enn andre fag, og dette baserer seg pa elevens tidligere
erfaringer. Dette sees pa som metakognitive ferdigheter, altsa kunnskap om egne ferdigheter
og egen lzering. Holdning gar ut pa hvilke fglelser og forestillinger elevene har og som danner
grunnlaget for hvordan elevene skaper begreper og motiverer seg i matematikk. De
holdningene elevene har med seg, pavirker hvor sterkt elevene gnsker a lgse problemet og
om de faktisk klarer det (Schoenfeld, 1992). For eksempel er det mange elever som har en
holdning om at det kun finnes ett korrekt svar pa et matematisk problem, eller at det kun er

én metode for a Igse problemet, og det er den lzereren akkurat demonstrerte (Ajzen, 2005).
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Den femte og siste kategorien Schoenfeld (1992) beskrev, er praksis. Den tar for seg hvordan
en profesjonell matematiker angriper et matematisk problem i forhold til hvordan uerfarne
elever jobber med 3 Igse slike utfordringer. Dette kommer jeg ogsa mer inn pa i kapittel 2.1.6.

Hva som legges i begrepet et matematisk problem, vil jeg gjgre rede for i neste avsnitt.

2.1.2 Problemer i matematikk

Nar man leser om problemlgsning i matematikk, er det tydelig at ulike forskere har ulike
oppfatninger av hva et matematisk problem er (Schoenfeld, 1992). | min studie gnsker jeg a
bruke begrepet slik jeg forstar det ut fra teorien jeg har lest, og jeg vil derfor giennom denne

teorien forklare hva jeg legger i dette begrepet.

Blum og Niss (1991) beskrev et matematisk problem som et apent spgrsmal uten en tydelig
metode, algoritme eller prosedyre som skal brukes til 3 I¢gse oppgaven og derfor vil gi elevene
utfordringer med a finne en Igsning. Av den grunn kan et slikt spgrsmal veere et utfordrende
problem for enkelte elever, mens av andre oppleves det kun som en rutinegvelse. Polya (1957)
beskrev matematiske problemer som oppgaver som ikke er rutineoppgaver, men som har som
mal 3@ utfordre elevenes nysgjerrighet. Han skrev at elevenes interesse for oppgavene de
presenteres for raskt vil avta om de blir gitt oppgaver med rutinepreg. Ved a gi elevene
problemer som er tilpasset deres kunnskapsnivda og ved at laereren stiller elevene
stimulerende spgrsmal, kan laereren trigge elevenes nysgjerrighet og gi elevene muligheter til
a tenke selv (Polya, 1957). Solvang (1996, s. 135) hadde fglgende definisjon pa begrepet
problem: «En utfordring vil for en person vaere et problem dersom denne personen ikke har
noen algoritme som vil gi lgsning nar personen konfronteres med utfordringen». Et
matematisk problem ble ogsa definert som en oppgave hvor ingen standard prosedyre var
kjent for eleven (English & Gainsburg, 2016, referert i Opsal & Tonheim, 2018). Mason og Davis
(1991) skrev at det er en verdi i @ ha en bred forestilling av hva som utgjgr et problem, fordi
det da legges vekt pa at noe er et problem idet det blir et problem for en person. «A problem
is something that gets inside you; it nags and «wants» to be resolved» (Mason & Davis, 1991).
Hvis vi gar tilbake til Schoenfeld (1992), kan vi lese at han definerte problemlgsningsoppgaver
som problemer hvor det ikke eksisterer en enkel standardalgoritme eleven kan bruke til a Igse

problemet.
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Etter a ha valgt ut disse definisjonene fra litteraturen jeg har lest, velger jeg i studien min a se
pa et matematisk problem som en oppgave elevene har lyst til 3 Igse, men hvor de blir
utfordret gjennom ikke a ha en apenbar og tydelig metode som de automatisk benytter til 3

Igse oppgaven de har fatt presentert.

| skolen brukes problemlgsningsoppgaver, rike oppgaver og apne oppgaver litt om hverandre.

Valenta (2016) har beskrevet de ulike begrepene slik:

«Problemlgsningsoppgaver er gjerne oppgaver der elever ikke har blitt presentert for
en mulig fremgangsmdte pa forhand. Rike matematiske oppgaver er ofte oppgaver
med flere mulige Igsninger. Rike oppgaver er problemlgsningsoppgaver som byr pd
muligheter til diskusjoner med andre nadr det gjelder idéer til Igsninger og forstaelse av
matematiske begreper. Oppgaver der det er mulig G velge ulike fremgangsmater eller

fa flere riktige svar kalles ofte for Gpne oppgaver».

Slik jeg forstar det er rike oppgaver en type apne problemlgsningsoppgaver, og jeg vil derfor
beskrive den type oppgaver mer omfattende i neste avsnitt, da det beskriver flere av de

oppgavene jeg brukte i min datainnsamling.

2.1.3 Rike oppgaver i matematikk
Pa Matematikksenterets nettside kan vi finne en oversettelse av hvordan de tre svenske
forfatterne Hedrén, Hagland og Taflin presenterte rike oppgaver da de introduserte denne
typen oppgaver i sin bok fra 2005. Ifglge disse tre forfatterne vil rike oppgaver kjennetegnes
ved fglgende syv kriterier (hentet fra www.matematikksenteret.no):
1. Problemet skal introdusere viktige matematiske idéer eller Igsningsstrategier.
2. Problemet skal vaere lett a forsta. Alle skal kunne komme i gang og ha muligheter til 3
arbeide med det.
3. Problemet skal vaere utfordrende, anstrengende og kunne ta tid.
4. Problemet skal kunne Igses pa ulike mater, med ulike strategier og representasjoner.
5. Problemet skal kunne initiere en matematisk diskusjon som omfatter ulike strategier,
representasjoner og matematiske idéer.

6. Problemet skal fungere som brobygger mellom ulike matematiske omrader.
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7. Problemet skal kunne lede elever og leerere til a formulere nye interessante problemer.

Som jeg beskrev tidligere, sammenfaller problemlgsningsoppgaver og rike oppgaver om det
legges til rette for at elevenes idéer til Igsning og elevenes meningsskaping om de ulike
matematiske begrepene i oppgaven, kan samtales om og diskuteres i grupper med medelever.
Rike oppgaver skal introdusere matematiske idéer og lgsningsstrategier i tillegg til at elevene
enkelt skal se en mening i dem. Det vil medfgre at alle har en mulighet til 3 starte pa oppgaven.
Rike oppgaver skal altsa ha en lav inngangsterskel (Waege & Nosrati, 2018). Rike oppgaver vil
oppleves som en utfordring for elevene, og det krever bade innsats og tid for a Igse dem.
Oppgavene skal vaere av en slik art at det er flere veier til malet, og elevene skal kunne bruke
ulike strategier og representasjoner. Disse skal kunne tas opp i en faglig samtale i klassen. Ogsa
Waege og Nosrati (2018) vektlegger at rike oppgaver ma gi elevene utfordringer og gi dem
muligheter til 3 benytte ulike strategier for 8 komme frem til Igsningene. Hvis oppgavene har
en lavinngangsterskel, legges det til rette for at alle elevene kan jobbe pa sitt eget niva (Waege
& Nosrati, 2018). Siden oppgavene har lavinngangsterskel og muligheter for utvidelse, er disse
oppgavene selvdifferensierende. Ved a jobbe seg gjennom en rik oppgave, skal elevene kunne
formulere nye problemer, og oppgavene skal binde sammen forskjellige faglige temaer. Slike
oppgaver gir elevene erfaring med problemlgsning, utforsking, kritisk tenking, samarbeid og
kommunikasjon i tillegg til ferdighetstrening. P4 Matematikksenterets nettside kan vi lese at

rike oppgaver med Lav Inngangsterskel og Stor Takhgyde, blir omtalt som LIST-oppgaver.

2.1.4 Lave og hgye kognitive krav

Ifglge et sosiokulturelt laeringssyn ma alle typer elever fa utfordrende oppgaver uansett
hvilket niva de er pa om alle skal laere mest mulig (Saljo, 2001). Det finnes mange ulike mater
a kategorisere matematikkoppgaver pa ut fra hva man vektlegger med tanke pa leering og
undervisning. Stein med kollegaer (2009) har satt spkelys pa hvilke kognitive krav de ulike
matematikkoppgavene krever av elevene, og de har laget et rammeverk som bestar av fire
nivaer av krav til matematisk tenkning som vi kan kategorisere oppgavene under. Jeg har
kategorisert oppgavene jeg har brukt i min studie innenfor disse fire kategoriene. De har kalt
det «The Mathematical Tasks Framework» og her bruker de de kognitive kravene til a
differensiere oppgaver i fire ulike nivaer. De fire nivaene er:

1. Memorering
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2. Prosedyrer uten forbindelser

3. Prosedyrer med forbindelser

4. A gjgre matematikk
Oppgaver som kan kategoriseres under punktene memorering og prosedyrer uten
forbindelser anses som lave nivaer av kognitive krav, mens prosedyrer med forbindelser og a
gjore matematikk sees pa som hgyere kognitive krav. Da jeg valgte ut oppgavene mine elever
skulle jobbe med under datainnsamlingen, valgte jeg ut oppgaver pa niva 3 og 4 (se kapittel
3.5). Det er viktig a presisere at dette ikke er en rangering av gode og darlige oppgaver, men
at det heller er en mate a gruppere oppgaver pa som gir grunnlag for ulike matematiske

utfordringer hos elevene.

Det laveste kognitive kravet er 8 beherske memorerende oppgaver, det vil si a reprodusere
kunnskap ved & bruke formler, regneregler eller definisjoner. Eksempler pa slike
memorerende oppgaver kan vare 3 lgse multiplikasjonsstykkene 3-4, 2-9 og 7-8 etter at
elevene har gvd pa den lille gangetabellen. Her vil ikke elevene kunne bruke prosedyrer da
slike ikke finnes eller det ikke er nok tid. Oppgavene er entydige og har ingen dypere mening
(Stein et al., 2009). Under det andre kognitive nivaet, prosedyrer uten forbindelser, finner vi
problemer som lar elevene ta i bruk prosedyrer eller algoritmer. Eksempler pa slike oppgaver
kan veere: «Vilde har fem lekebiler, sa far hun to til fra bestemor til jul. Hvor mange lekebiler
har hun na?» For elever i tidlig skolealder kan denne oppgaven vare krevende, mens for eldre
elever som har jobbet mye med oppgaver som likner, handler slike oppgaver gjerne om en
prosedyre. Elevene finner tallene og gjenkjenner signalordene de kjenner fra fgr (ord som fdr
eller til sammen er signalord som betyr at eleven skal addere), skriver opp et regnestykke og
regner sa ut. Oppgaven gir ikke elevene en utfordring pa hvorfor de skal bruke addisjon eller
hvorfor strategien de bruker er gyldig. Disse oppgavene har begrensede kognitive krav og er
relativt entydige, og fokuset er rettet mot a produsere et korrekt svar. Oppgavene krever
heller ingen forklaring (Stein et al., 2009). Den tredje grupperingen er kalt prosedyrer med
forbindelse. Her blir elevenes oppmerksomhet styrt mot a bruke prosedyrer slik at de kommer
videre i approprieringsprosessen. Eksempler pa slike oppgaver kan vare: «Hvis vi tenker pa
6-18 som 6 stekebrett med 18 boller pa hvert brett, hvordan kan vi da forklare at
6-18=6-10+6-8?». | denne oppgaven representeres multiplikasjon bade symbolsk og

gjennom en regnefortelling. Innen multiplikasjon er den fremhevede algoritmen, den
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distributive lov for multiplikasjon, en viktig prosedyre, og det legges til rette for at elevene skal
komme videre i sin approprieringsprosess knyttet til denne algoritmen ved a resonnere mens
de tar utgangspunkt i regnefortellingen. Disse oppgavene er ofte representert pa ulike mater,
det kan veaere seg ved diagrammer, tabeller eller symboler. Disse oppgavene krever en viss
innsats nar det gjelder resonnering ved at elevene selv ma finne de underliggende begrepslige
idéene slik at de kan jobbe seg gjennom problemene og pa den maten komme videre i
approprieringsprosessen (Stein et al., 2009). Det fjerde og gverste kognitive nivaet er punktet
«a gjgre matematikk». Oppgaver pa dette nivaet fordrer sammensatt og ikke-algoritmisk
tenkning. Eksempler pa slike oppgaver kan vaere: «Hvor mange elever er det plass til i kantina
pa var skole?». Her ma elevene selv gjgre noen antagelser de synes er rimelige. Hva skal
elevene gjgre i kantina og hvor mye plass trenger hver elev til dette formalet? Elevene ma selv
finne ut hvilken informasjon de trenger og hvordan de kan innhente denne. De ma ogsa
bestemme seg for hvordan de skal ga frem. Siden ingen fremgangsmate pa hvordan oppgaven
kan lIgses blir presentert, krever disse oppgavene at elevene utforsker og anvender
approprierte matematiske begreper. Disse oppgavene krever, ifglge Schoenfeld (1992), at
elevene monitorerer, altsa at de reflekterer over prosessen, og selvregulerer sine egne
kognitive prosesser. Her forventes det at elevene bruker kunnskap som er relevant for a Igse
oppgaven og erfaringer de har med slike oppgaver fra fgr, i tillegg til & vite nar disse brukes
tjenlig. Elevene ma aktivt analysere problemet og undersgke den oppgitte informasjonen som
kan brukes til 3 avgrense bruken av Igsningsstrategier og Igsninger (Stein et al., 2009). Denne
typen oppgaver kan fa eleven til a8 fgle en viss grad av stress og uro pa grunn av at
I@sningsprosessen er sapass uforutsigbar. De hgye kognitive kravene i slike oppgaver kan
fremme approprieringsprosessen hos elevene og motivere frem flere lgsninger, og oppgaver
som er kognitivt krevende kan derfor fremme problemlgsning og resonnering (Waege &
Nosrati, 2018). Som Polya (1957) ogsa skrev, papeker Waege og Nosrati (2018) at oppgavene
ma skape nysgjerrighet hos elevene, motivere dem til 3 jobbe konsentrert over tid, og utfordre
elevene i tillegg til 3 fremme refleksjoner omkring egen tenkning og egne arbeidsmater. Slike
oppgaver kan bidra til 8 fremme en positiv klasseromskultur hvor hele klassen jobber sammen

mot et felles mal, mens alle allikevel jobber pa sitt eget niva.
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2.1.5 Problemlgsningsbegrepet og noen utvalgte problemlgsningsmodeller

Mason og Davis (1991) slo fast at alle kan finne glede i problemlgsning og at matematisk
briljans ikke er ngdvendig for a delta. Videre sa de at alle kan og alle tenker matematisk. Deres
syn pa problemlgsning er erfaringsbasert, og denne type forskning innenfor problemlgsning
har for det meste fokusert pa a skissere strategier (Mason & Davis, 1991). Problemlgsning er
en kognitiv, metakognitiv, sosiokulturell og affektiv prosess som omhandler a finne ut hvordan
vi kan Igse et matematisk problem nar vi ikke allerede vet hvordan vi kan Igse det (Bjuland,
2002). Det er altsa et problem problemlgseren ikke har sett tidligere, og derfor har han ikke
en ferdig oppskrift pa hvordan han skal Igse det. Blum og Niss (1991) beskrev problemlgsning
som hele prosessen fra elevene begynner a lese problemet, via prosessen som er knyttet til a
Igse det, til de har reflektert over mulige Igsninger pa problemet. Jeg har pa bakgrunn av disse
beskrivelsene valgt & definere problemlgsning i denne studien som hele prosessen med 3 lgse
et matematisk problem. Jeg har valgt a bruke problemlgsningsmodellene til Borgersen (1994),
Mason med kollegaer (2010) og Polya (1957) som grunnlag for selve problemlgsnings-
begrepet, da dette er mye brukte modeller i matematikkdidaktikk, i hvert fall Polya og Mason

med kollegaers modeller. Jeg vil i de neste kapitlene gi en beskrivelse av de tre modellene.

Polyas fire steg

Polya (1957) var en av de fgrste som skrev om problemlgsning slik vi kjenner det i dag. | sin
bok, How to solve it (1957), formulerer forfatteren en rekke spgrsmal som kan veere til stor
hjelp nar elever skal jobbe med problemlgsningsoppgaver. Det kan vaere spgrsmal som: «Hva
er det ukjente?, «Hva vet jeg?» eller «Kjenner jeg til andre problemer som likner?». Han deler
selve problemlgsningsprosessen inn i fire steg, og til hvert steg introduserer han slike
strategiske spgrsmal som kan bista elevene pa sin vei mot en Igsning pa problemet de jobber

med (Polya, 1957). De fire stegene er som fglger:

1. Forsta problemet
2. Lagenplan
3. Gjennomfgr planen

4. Se tilbake
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Det fgrste steget er a forsta problemet. “It is foolish to answer a question that you do not
understand” (Polya, 1957, s. 6). For at elevene skal klare a Igse problemet, er det viktig at
problemene elever presenteres for er pa et slikt niva at elevene har reelle muligheter til a
forsta dem og deretter Igse dem. Spraket i oppgaveteksten ma veaere forstaelig for eleven og
oppgaven ma vaere formulert slik at elevene fgler at de forstar hva problemet handler om. «It
is sad to work for an end that you do not desire» (Polya, 1957, s. 6). Elevene ma altsa ha et
gnske om 3 finne Igsningen pa problemet i tillegg til a forsta det. Det er derfor viktig at laereren
er bevisst pa a velge ut problemer med relevant vanskelighetsgrad og problemer som vekker
interesse og nysgjerrighet hos elevene nar problemlgsningsoppgaver blir brukt i
undervisningssammenheng. | denne fgrste fasen ma elevene mestre a gjenkjenne hva som er
kjent og hva som er ukjent i problemet. Elevene bgr bli vant til a skille ut hva som hgrer til det
kjente/det ukjente, og det kan vaere lurt a skrive dette ned (Polya, 1957). Tre spgrsmal som
lereren bgr stille elevene eller som problemlgseren bgr stille seg selv nar de har lest
oppgaven, er: 1. Hva er det ukjente?, 2. Hva er dataene? og 3. Hva er betingelsene? (Polya,
1957, s. 7). Elevene bgr betrakte de viktige delene av problemet oppmerksomt, flere ganger
og fra ulike sider. Hvis eleven kan tegne en figur av problemet, bgr dette gjgres, og bade det
eleven vet og ikke vet bgr skrives pa figuren. Det kan veaere nyttig a etablere en hensiktsmessig

notasjon for det som er ukjent.

Det kan vaere en lang vei fra a forsta problemet til a lage en plan, som er steg 2. Noen ganger
kan planen for a finne en Igsning vaere apenbar, andre ganger ma elevene virkelig jobbe for a
finne denne, og den apenbarer seg litt etter litt. Vi kan si at eleven har en plan nar han vet hva
som ma gjgres, altsa hvilke beregninger, modelleringer og konstruksjoner han ma gjgre for a
finne en Igsning (Polya, 1957). Kanskje eleven har Igst et liknende problem tidligere som han
kan dra nytte av na? Da bgr han se hvordan han Igste dette problemet og kanskje fa starthjelp
til hvordan han kan Igse det nye problemet. De idéene eleven kommer opp med, baserer seg
pa elevens tidligere erfaringer og kunnskaper. Denne erfaringen og kunnskapen kan hjelpe
eleven til 3 finne en sammenheng mellom det han vet og det som er ukjent (Polya, 1957). Det
er viktig at eleven selv lager planen og fgler eierskap til den, ellers er det lett at han glemmer
planen og ikke fglger den i det han gar i gang med a jobbe seg mot Igsningen av problemet.
Leereren kan og bgr motivere elevene til 8 kontrollere hvert steg i planen slik at den ikke fgrer

elevene i gal retning allerede fra start (Polya, 1957).
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Den st@rste jobben ligger i steg 1 og 2. Har eleven klart a forsta problemet og lage en god plan,
vil det a gjennomfgre planen vaere en enklere jobb enn a lage den (Polya, 1957). Steg 3 i Polyas
modell er nettopp a pregve ut planen. Eleven ma se til at hvert steg i Igsningsprosessen er gjort

riktig, og det inngar ogsa i dette steget a bevise at hvert steg i arbeidet er matematisk korrekt.

Mange elever, ogsa de som Polya beskriver som svert flinke, ser seg raskt om etter nye
oppgaver nar de har Igst en oppgave. Ved 3 gjgre det, gar de glipp av en viktig og leererik fase
av arbeidet (Polya, 1957). Polya mener det er viktig at elevene ser tilbake og revurderer bade
Igsningsmetoden de har brukt og resultatet de har kommet frem til. Dette er det fjerde og
siste steget i hans modell. Ved a bruke tid pa a se tilbake pa hele Igsningsprosessen, ved a
revurdere og ga over Igsningene og veien til dem, kan elevene konsolidere kunnskapen sin og
utvikle evnen sin til 3 Igse problemer. En god laerer bgr innprente hos elevene sine at ingen
problemer er fullstendig oppbrukte — det finnes alltid noe mer du kan gjgre! Elevene kan alltid
forbedre sin forstaelse av problemet (Polya, 1957). Her bgr elevene stille seg spgrsmalene;
«Kan vi sjekke resultatet?», «Kan vi sjekke argumentene vi har brukt?» og «Kunne jeg kommet
frem til det samme svaret pa en annen mate?». Til slutt bgr elevene stille seg spgrsmalet om

de kan bruke resultatet de har fatt til 3 I@se andre problemer (Polya, 1957).

Polyas firetrinnsmodell for problemlgsning er ikke en stringent metode, slik jeg tolker det.
Denne modellen er syklisk, noe som fgrer til at de fire stegene ikke ngdvendigvis ma fglges
kronologisk. Modellen er heller en veiledende inndeling som skal hjelpe elevene til 3 stille
strategiske spgrsmal og til a tenke fremover. Polya (1957) var en av de fgrste til 3 utvikle en
trinnmodell for problemlgsning. | arene som fulgte har andre forskere ogsa laget slike
modeller. En av dem er Borgersen (1994). Hans modell tar utgangspunkt i Polyas
firetrinnsmodell for problemlgsning, men han har utvidet modellen slik at den bestar av syv

trinn. Jeg vil ga naermere inn pa denne modellen under.

Borgersens syv trinn

Borgersens (1994) syvtrinnsmodell er som nevnt en utvidelse av Polyas (1957)
firetrinnsmodell. Denne modellen er i likhet med Polyas (1957) modell, ogsa en syklisk modell.
Modellen tar utgangspunkt i et geometrisk problem, men trinnene kan ogsa brukes pa andre

matematiske problem. Den bestar av fglgende syv trinn:
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Analysere og definere

Modellere eller tegne

Kvalifisert gjetning gjennom prgving og feiling
Finne hypoteser

Utvikle bevis

Reflektere over lgsninger og lgsningsprosesser

N o v A~ w N oRe

Generalisere og formulere nye problemer

Det fgrste elevene ma gjgre nar de skal jobbe med problemlgsning, er a forsta problemet. De
trenger a analysere oppgaveteksten og definere de ulike ordene og begrepene i denne. Som
Polya (1957) formulerer ogsa Borgersen (1994) strategiske spgrsmal som elevene bgr stille seg
i arbeidet med problemet de skal Igse. Hva er situasjonen og hva er problemet? Forstar vi alle
ordene og meningen med dem? Forstar vi situasjonen og problemet? Det er viktig at elevene
blir enige om hvordan problemet er definert. Det er ogsa viktig at laereren gir elevene
problemer hvor de kan bruke kunnskap de allerede har, og at elevene kan relatere seg til
problemet (Borgersen, 1994). Gir problemet mening for meg, bgr eleven spgrre seg. Om ikke,
er det mulig @ finne en kontekst hvor problemet gir mening? Dette er ogsa spgrsmal

problemlgseren bgr stille seg i trinn 1.

| det neste trinnet i Borgersens (1994) modell oppfordres elevene til a finne eller lage en
modell eller tegning over situasjonen. Om elevene for eksempel skal jobbe med et problem
som er relatert til en fotballbane, kan det vaere nyttig for elevene a besgke en slik bane og lage
en modell eller en illustrasjon av banen i mindre malestokk. Det kan vaere nyttig pa alle nivaer
i matematikk a lage en tegning av problemet som problemlgseren gnsker a Igse (Borgersen,
1994). Det kan veere en del av analysen og er en god mate a3 komme i gang pa, samt at

problemlgseren kan oppdage spor som han kan fglge videre.

Kvalifisert gjetning ved prgving og feiling er Borgersens (1994) tredje trinn. Nar elevene har
laget seg en god modell over problemet, ligger alt til rette for a prgve ut ulike idéer elevene
har. Ved a prgve ut ulike idéer, far elevene en bedre oversikt over problemet. Ved a gjgre ulike
beregninger, justere antagelsene etter resultatene og prgve pa nytt, bygger elevene opp en
intuisjon for problemet (Borgersen, 1994). Nar hver ny antagelse er bygget pa erfaringen av

den forrige, kalles det kvalifisert gjetning. | prosessen med kvalifisert gjetning begynner
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elevene 3 se etter mgnstre og idéer som kan gi dem grunnlag for a finne en hypotese. Dette
er Borgersens (1994) fjerde trinn. Pa dette stadiet av prosessen ma elevene se etter de
essensielle delene og begrepene i problemet, og gjgre det rent matematisk. Her prgver
elevene a formulere en generell Igsning som skal bli deres hypotese. En hypotese er kun en
antagelse som krever utprgving, og som kan fgre til at elevene ma moderere, reformulere
eller kanskje til og med avvise hypotesen (Borgersen, 1994). Nar elevene har utarbeidet en
hypotese, vil det vaere naturlig a prgve a bevise denne. Om hypotesen kan bevises, er det et
teorem. Dette trinnet krever mye arbeid, og det kan vaere nyttig a ga tilbake til tidligere trinn
for a se pa problemet med nye gyne (Borgersen, 1994). Det kan veere mange mater a bevise
et teorem pa. Noen ganger vil elevene oppleve a sta fast og ikke komme seg videre, og da kan
det vaere lurt 3 ta seg en pause for sa a ta frem problemet igjen pa et senere tidspunkt. Ikke
alle problemer kan bevises, og det er derfor viktig at elevene gver seg opp til a sette pris pa
hele prosessen med a Igse et problem, ikke bare den delen der Igsningen dpenbarer seg og
kan bevises (Borgersen, 1994). Det gir pa den annen side en god fglelse for elevene a se
hvordan noe kan bevises og deretter klare a utfgre dette beviset. Nar dette trinnet er
besteget, bgr elevene reflektere over Igsningene de har fatt og de Igsningsprosessene de har
veert igiennom. Dette trinnet tilsvarer Polyas (1957) fjerde steg, a se tilbake. Nar elevene eri
denne fasen, har de ogsa sgkelyset pa a se etter andre karakteriseringer. Fgr elevene legger
fra seg problemet, er det svaert verdifullt for dem a generalisere og se etter utvidelser av

problemet (Borgersen, 1994).

Entry, Attack, Review — Mason med kollegaers tre faser

Mason med kollegaer (2010) beskriver problemlgsning gjennom tre faser som de kaller;

1. Entry
2. Attack
3. Review

Jeg velger & oversette disse ordene til inngangsfasen, gjennomfgringsfasen og
vurderingsfasen. De tre fasene kobles naturlig sammen gjennom de matematiske
tankeprosessene spesialisering, generalisering, conjecturing og convincing (Bjuland, 2002;

Mason & Davis, 1991). Jeg velger i denne oppgaven a bruke oversettelsen
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antagelser/hypoteser og overbevisning for de to siste begrepene. Nar elevene skal begynne a
jobbe med en problemlgsningsoppgave, bruker de ofte alt for liten tid pa 3 lese
oppgaveteksten og til virkelig a forsta problemet (Mason et al., 2010). Det er i inngangsfasen
at elevene legger grunnlaget for en effektiv Igsningsprosess, og det er derfor viktig at det
legges ned tilstrekkelig med tid og innsats i denne fasen. Elevene bgr starte med a lese
oppgaven grundig, og a ta til seg informasjonen som gis i teksten, samt finne ut hva det
egentlig spgrres om (Mason et al., 2010). Arbeidet elevene legger ned i inngangsfasen, legger
grunnlaget for hvor effektivt de klarer a jobbe i giennomfgringsfasen og derav Igse problemet.
Det er derfor viktig at de anerkjenner viktigheten av a sette seg inn i hva oppgaven egentlig
spor om. | tillegg til & forsta problemet, anbefaler Mason med kollegaer (2010) at elevene gjgr
noen tekniske forberedelser til det videre arbeidet, som for eksempel & bestemme seg for en
hensiktsmessig notasjon og/eller et verktgy for & registrere resultatene de far fra
spesialiseringen, for eksempel tabell, diagram, graf eller liknende. A spesialisere, altsa prgve
ut enkle tilfeller av problemet, kan ofte veere til stor hjelp i denne fasen. Da vil elevene lettere
se et mgnster, og det kan fgre elevene til en bedre forstaelse av problemet. Mason med
kollegaer (2010) presenterer tre spgrsmal elevene bgr stille seg selv som en hjelp til 3
strukturere arbeidet sitt i denne fgrste fasen. Spgrsmalene er som fglger; 1. Hva vet jeg?, 2.
Hva gnsker jeg a vite? og 3. Hva kan jeg introdusere?. Det kan vaere til stor hjelp a skrive ned
det en vet (Mason et al., 2010). Hva vet elevene ut ifra spgrsmalet og hva vet de fra tidligere
erfaringer? Elevene har kanskje jobbet med et liknende problem fgr, og da vet de noe om
hvordan de gikk frem for a Igse det problemet. For & svare pa det andre spgrsmalet, trenger
elevene & finne ut av hva de ma gjgre. Det kan vaere nyttig a prgve a formulere spgrsmalet
med egne ord. Da kan det vaere lettere a se hva de skal finne ut av. Under spgrsmalet om hva
de kan introdusere, hgrer notasjon, diagrammer og tabeller til. Om elevene klarer a skrive ned
noe til hvert av de tre spgrsmalene, kan dette vaere gode strategier for a legge et godt grunnlag
for det videre arbeidet med problemlgsningen (Mason et al., 2010). Vi ser tydelige likhetstrekk
mellom Mason og kollegaers fgrste fase, Borgersens (1994) trinn 1 og 2 og Polyas (1957) fgrste
steg, ved at alle far frem viktigheten av at problemlgseren forstar problemet fgr han begynner

3 jobbe med det.

Prosessen med a lgse problemet gar inn i gjennomfgringsfasen nar eleven fgler at han har

forstatt problemet og gjort det til sitt eget. Denne fasen varer helt til problemet er Igst. Denne
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fasen kan by pa komplekse og varierte matematiske aktiviteter, og krever mer spesialisering i
tillegg til generalisering (Mason et al., 2010). A g& fra det spesielle til det generelle er ifglge
Bjuland (2002) nar spesielle tilfeller blir modifisert til generelle egenskaper ved a sette
spkelyset pa noen likhetsaspekter. Det handler altsa om a generalisere antagelser eller
problemer fra det spesielle til en mer modifisert sammenheng (Bjuland, 2002). Nar elevene
prover ut flere enkle, spesielle tilfeller, er det som sagt lettere a se mgnster og sammenhenger
som kan lede dem til en generalisering. Nar elevene har generalisert problemet, kan det igjen
fore til antagelser/hypoteser som igjen kan sjekkes ved spesialisering (Mason et al., 2010). Det
er altsa en viktig del av denne fasen a finne antagelser og overbevisende begrunnelser for dem
i tillegg til de nevnte spesialisering og generalisering. Elevene bgr teste ut mange ulike
tilneerminger til problemet og ulike idéer de har. Det a oppdage og a jobbe med mgnster og
sammenhenger er en kreativ handling, og det kan vaere en fordel a8 ha ngdvendig matematisk
kunnskap i dette arbeidet (Mason et al., 2010). Det er i denne fasen elevene vil oppleve
frustrasjonen ved 3 sitte fast (STUCK), men ogsa gleden ved plutselig & se en Igsning (AHA).
Nar nye idéer oppstar, kan arbeidet ga raskt fremover. Pa den annen side, nar alle idéene har
blitt prgvd ut, kan lange perioder med venting pa ny innsikt eller pa ny tilneerming
karakterisere fasen. Istedenfor a avslutte arbeidet for godt nar dette oppstar, bgr elevene gve
seg pa a gjenkjenne nar de star fast, rolig akseptere det og tenke at dette er en mulighet til 3
leere (Mason et al., 2010). A komme opp med antagelser er en viktig del av & utvikle
matematisk leering, siden det & uttrykke hvordan vi tenker hjelper oss med & organisere
tankene vare. Nar elevene jobber med antagelsene sine, dukker det naturlig opp to spgrsmal:
«Why can it not be done?» og «All right, what can be done?» (Mason et al., 2010, s. 61).
Overgangen fra at elevene spgr seg om hvorfor antagelsen ikke stemmer til at de heller spgr
seg om hva som kan gjgres, er et viktig aspekt ved denne prosessen. Grunnen er at ved a apne
opp det opprinnelige spgrsmalet, generalisere eller endre det, vil de kanskje oppdage en
stgrre sammenheng eller stgrre mgnstre vil dukke opp (Mason et al., 2010). Om antagelsene
elevene har gjort kan bli overbevisende begrunnet, har elevene funnet Igsningen pa
problemet (Mason et al., 2010). Overbevisning er a svare pa hvorfor antagelsene du har gjort
alltid er sanne. A svare pa hvorfor, innebzerer & “convince yourself, convince a friend and
convince an enemy» (Mason et al., 2010, s. 95). For a kunne vaere i stand til 3 overbevise bade
seg selv, en venn og en skeptiker, ma elevene kunne rettferdiggjgre alle stegene i

argumentasjonen de har brukt. A overbevise seg selv om at en har korrekte antagelser krever
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minst innsats, men for & overbevise en skeptiker trenger problemlgseren & begrunne
antagelsene sine med solide bevis. Dette kan sees pa som en utvikling av antagelsen (Mason
et al,, 2010). Som fg@rste fase, kan ogsa giennomfgringsfasen knyttes til Borgersen (1994) og
Polya (1957), henholdsvis 3., 4. og 5. fase i Borgersens syvtrinnsmodell, og 2. og 3. fase i Polyas

firestrinnsmodell.

Den tredje fasen, vurderingsfasen, starter nar elevene har funnet en rimelig tilfredsstillende
I@sning pa problemet sitt, eller nar de er i ferd med a gi opp (Mason et al., 2010). Polya (1957)
kalte denne fasen for a se tilbake, Borgersen (1994) for a reflektere og generalisere. Mason
med kollegaer (2010) refererte til en Jim Wilson som hadde pastatt at Polyas fjerde fase blir
mye snakket om, men lite brukt. Allikevel er de fleste pedagoger enige om at det er ngdvendig
for elevene a ta noen steg tilbake og vurdere arbeidet de har gjort etter at problemet er Igst
for a lzere av erfaringene de har gjort seg. «After all, one thing we do not seem to learn from
experience is that we do not often learn from experience alone» (Mason et al., 2010, s. 14).
Vurderingsfasen handler altsa om at vi ma se tilbake pa hva som har blitt gjort for a forbedre
og utvide tankeferdighetene vare, og for a prgve og sette Igsningen vi har funnet inn i en mer
generell ssmmenheng. Mason med kollegaer (2010) nevner tre ord som er nyttige a huske pa
for elevene nar de ser tilbake; a kontrollere hva du har gjort, a reflektere over viktige hendelser
og a utvide prosessene og resultatene til en bredere kontekst. Elevene bgr altsa ga over hva
de har gjort for a kontrollere argumenter, sjekke om de har gjort riktig og ga over beregninger
for a pase at de er gjort slik det var tenkt. Hvis elevene skulle oppdage en feil, ma de kanskje
ga tilbake til fase 1 eller 2. | tillegg bgr elevene se pa resultatene av antagelsene sine og sjekke
om de er rimelige. Til slutt bgr elevene kontrollere at de virkelig har svart pa det opprinnelige
spgrsmalet. Refleksjonsfasen kan sees pa som den viktigste fasen for a forberede matematisk
tenkning. Denne fasen er ogsa sterkt knyttet til & utvide problemet, altsa a sette resultatet inn
i en bredere kontekst. Ved a gjgre slik, kan elevene lettere beherske matematikk og
problemlgsning. Det kan ogsa vaere en idé i a skrive ned Igsningen sin for noen utenforstaende

om en gnsker en stgrre fordel av denne siste fasen (Mason et al., 2010).

De tre fasene til Mason et al. (2010) har en tendens til a veere litt uklare rundt kantene fordi
de er opptatt av erfaringskvaliteter og ikke mekanisk aktivitet. Nar elevene jobber i én fase,

kan de godt bli fgrt tilbake til en tidligere fase eller videre til endelig konkludering. Bak alle
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aktivitetene som er beskrevet i de tre fasene, sd ligger prosessene spesialisering og

generalisering.

Det er pa flere mater de samme elementene som inngar i alle de tre
problemlgsningsmodellene jeg har beskrevet, selv om de er delt opp i litt ulike faser og steg.
De kan alle veere til god hjelp nar elevene skal Igse problemer i matematikk. Disse fasene eller
stegene kan sees pa som strategier elevene kan bruke nar de jobber utforskende. Bjuland
(2002) beskriver spesialisering og generalisering bade som prosesser og som strategier, noe

jeg ogsa finner meningsfullt. Jeg vil derfor liste dem opp som egne strategier i kapittel 2.1.7.

2.1.6 Nybegynnere og erfarne problemlgsere

F@r jeg gar i gang med & beskrive de ulike strategiene som brukes i problemlgsning, vil jeg
bruke et avsnitt pa den fgrste fasen i alle tre modellene som Polya (1957), Borgersen (1994)
og Mason med kollegaer (2010) henholdsvis kaller «a forsta problemet», «analysere og
definere» og «inngangsfasen», og trekke noen trader til Schoenfeld (1985, 1992). |
Schoenfelds PhD-avhandling (1985) gjennomfgrte han en studie hvor han sa pa én
matematiker og hundre opptak av videregaende-elever mens de jobbet med problemlgsning-
oppgaver. Den erfarne matematikeren (figur 1) brukte over halvparten av tiden han hadde til
radighet i denne fgrste fasen, altsa til & forsta problemet. Trekantene som er tegnet inn i
figuren, viser til kommentarer problemlgseren har gjort seg underveis med tanke pa hvor han
er i prosessen og hvor han har stilt seg monitorerende spgrsmal. Han brukte de 20 minuttene
han hadde fatt tildelt til analysering og strukturert utforskning, heller enn a fglge sin fgrste
idé. Han forsikret seg om at han var pa riktig spor, og unngikk ustrukturert utforskning og
implementering. Jeg vil derfor bruke tid pa nettopp denne strategien, a forsta problemet, i

kapittel 2.1.7, hvor jeg omtaler strategier i problemlgsning.

Activity

Reac

Analyze |
Explore
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Verify . . .

I T |
5 10 15 20
Elapsed Time (Minutes)

Figur 1: Oversikt over hvordan en matematiker jobber med et matematisk problem (Schoenfeld, 1992, s. 356).
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Elevene derimot, brukte i mange tilfeller fglgende strategi: «Read, make a decision quickly,
and pursue that direction come hell or high water!” (Schoenfeld, 1992, s. 356). Elevene (figur
2) startet altsa med a lese problemet, valgte raskt en retning for arbeidet og holdt pa denne
resten av tiden de hadde til radighet selv om den ikke tok dem fremover. Til tross for at de
hadde kunnskapen de trengte, klarte ikke elevene a finne en Igsning. Dette kan ha en
sammenheng med at de fleste elever ikke har sd mye erfaring med & jobbe med

problemlgsningsoppgaver i matematikk (Schoenfeld, 1992).

Activity
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w

Figur 2: Oversikt over hvordan en elev uten sarlig mye erfaring med problemlgsning jobber med et matematisk
problem (Schoenfeld, 1992, s. 356).

Leererens oppgave ma derfor vaere, giennom metakognitive ferdigheter og veiledning, a hjelpe
elevene til a bli mer bevisste pa hvordan de kan jobbe utforskende. Jeg vil komme tilbake til
denne studien i neste kapittel under avsnittet om monitorering og kontroll. For d innlede neste
kapittel, Strategier i problemlgsning, nevner jeg her at elevene i studien manglet verktgyet for
a reflektere over og endre pa de valgene de hadde gjort helt i starten av prosessen, og derfor

ville et galt strategivalg forhindre at elevene fant en Igsning pa problemet (Schoenfeld, 1992).

2.1.7 Strategier i problemlgsning

Nar vi leser litteratur om problemlgsning skrevet av ulike forskere, oppdager vi at ordene
metode, strategi, prosedyre, modell, heuristikk, tilneermingsmate, teknikk og mate brukes litt
om hverandre (Kongelf, 2019). Jeg velger a se pa en problemlgsningsstrategi pa samme mate
som Kongelf (2019), altsa som en metode en elev bruker bevisst nar han eller hun jobber med

problemlgsning. | Store norske leksikon kan vi lese at «heuristikk er en enkel fremgangsmate
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eller strategi som en problemlgser kan ta i bruk for a gke sjansen til & I¢gse en oppgave». Mason
og Davis (1991) sier at heuristikker er prinsipper som gir problemlgseren en fglelse av hva som
sannsynligvis er riktig f@r han har funnet et formelt bevis. «Hvis det er sant for disse tilfellene,
sa vil det sikkert vaere sant i alle tilfeller» er en heuristikk som blir brukt av matematikere, men
som skoleelever helst ikke bgr bruke fgr de har erfart gleden av a gi et skikkelig bevis (Mason
& Davis, 1991). En annen kjent heuristikk er «reasoning by analogy», altsa tanken om at hvis
to ting er like, sa f@rer det til at det som er sant for den ene, ngdvendigvis ogsa ma vaere sant
for den andre. Kongelf (2019) beskriver heuristiske tilnsermingsmater som «rules of thumb»,
tommelfingerregler, som brukes for a klare og lgse en problemlgsningsoppgave med suksess,
noe som bistar problemlgseren med 3 lettere forsta problemet og komme inn pa riktig spor
mot en Igsning. Mason og Davis (1991) hevder at begrepet heuristikk er blitt utvidet til ogsa a
dekke gode problemlgsningsstrategier slik som; prgv a jobbe baklengs, se etter mgnster, Igs
et enklere problem, ga til det ekstreme, kjenner du til et tilsvarende tilfelle? og prgv ut noen
eksempler, i tillegg til mange flere. Resultatene av heuristisk tenkning er provisorisk, og krever

verifisering og bevis (Mason & Davis, 1991).

| sine tre faser for problemlgsning, beskriver Mason med kollegaer (2010) flere nyttige
matematiske tankeprosesser, blant annet spesialisering og generalisering. Spesialisering er et
begrep som refererer til nar problemlgseren forenkler problemet og prgver ut spesielle
tilfeller av det som han enkelt kan beherske. For eksempel om en elev blir gitt oppgaven:
Forestill deg at du skal brette et papir dobbelt, og sa dobbelt igjen uten a rotere det, sa dobbelt
igjen et par ganger til. Hvor mange streker har papiret nar du bretter det ut igjen? (Mason &
Davis, 1991, s. 8). Her er det hensiktsmessig @ bruke strategien spesialisering, altsa forenkle
problemet ved a prgve ut noen spesielle tilfeller. Istedenfor a forestille deg brettingen i hodet,
kan det vaere enklere a fysisk brette papiret. | tillegg kan det veere lurt a teste ut ett brett, sa
to brett, sa tre brett osv., mens du skriver ned antall brett i en tabell for hvert tilfelle. Da har
problemlgseren spesialisert, og forhapentligvis kan han etter hvert se et mgnster og videre
finne en generell Igsning. For de aller fleste vil dette vaere en enklere tilnaerming til problemet
enn om de prgver a forestille seg brettingen og mgnsteret i hodet. Spesialisering er altsa en
strategi som hjelper problemlgseren a finne en vei inn til problemet som han behersker med
mer selvsikkerhet enn om han skulle angrepet problemet direkte (Mason & Davis, 1991). Nar

elevene spesialiserer, kan de bruke flere andre strategier som for eksempel a se etter mgnster,
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lage en tabell, Igse et enklere problem og liknende. Meningen med spesialisering er alltid a gi
en god fglelse med problemet, a hjelpe til med a forsta hva problemet handler om og a gjgre
det enklere for problemlgseren a oppdage mgnstre som legger grunnlaget for neste strategi,
a generalisere. Mason med kollegaer (2010) kaller spesialisering og generalisering hver sin side
av samme mynt. A generalisere er & g& fra noen spesielle tilfeller til 3 lage antagelser om
allmenngyldighet. «Generalizations are the life-blood of mathematics» (Mason et al., 2010, s.
8). Prosessen med a generalisere starter nar problemlgseren aner et mgnster, selv om han

ikke kan beskrive det fullt ut.

Hos Polya (1957) kan vi lese at heuristikker, pa latin ars inveniendi som oversettes «kunsten a
finne pa», er navnet pa en bestemt studiegren innen logikk, filosofi og psykologi som etter hva
han skriver, nesten er glemt i dag. Direkte oversatt sier Polya at «malet med heuristikk er a
studere metodene og reglene for oppdagelse og oppfinnelse» (Polya, 1957, s. 112, min
oversettelse). Heuristikk viser til noe som gir hjelp til 38 oppdage, og strategier som brukes i
dette arbeidet kommer ved erfaring og ved a observere andre Igse problemer (Polya, 1957).
Problemlgsningsstrategier er en av de fem kategoriene Schoenfeld (1992) anser som sentral
nar elevene jobber med problemlgsning. Nar vi skal Igse et problem, bruker vi bevisst ulike
strategier for a drive arbeidet vart fremover. Ved at problemlgsningsmetoder brukes over en
viss tid, kan slike problemlgsningsstrategier utvikles (Kongelf, 2019). Ulike elever benytter seg
av ulike strategier nar de jobber med problemlgsning (Schoenfeld, 1992). Prgving og feiling
kan veere et eksempel pa en slik strategi. Her vil elevene prgve, gjennom kvalifisert gjetning,
a komme frem til en antagelse som de senere kan bevise eller motbevise. Elevene kan ogsa
lete etter mgnster, tegne figur eller lage tabeller og modeller, eller finne antagelser gjennom
a resonnere logisk. Jo mer erfaring elevene far med problemlgsning, jo flere strategier vil de

ha i repertoaret sitt (Schonfeld, 1992).

Som nevnt over har Schoenfeld (1992) i sin studie sett pa hvordan én matematiker og hundre
skoleelever jobbet med en problemlgsningsoppgave. Grunnen til at jeg vil komme tilbake til
denne studien her, er at Schoenfeld (1992) beskriver hva som skjer nar laereren stiller elevene
monitorerende spgrsmal som skal bidra til at elevene tenker giennom hva de gj@r og hvorfor
de gj@r dette. Ved at leereren stiller elevene slike spgrsmal, vil leereren bidra til at elevene etter
hvert blir bedre rustet til selvmonitorering. Dette kan sees pa som en strategi i elevenes arbeid

med probleml@gsningsoppgaver.

40



Activity

Read l

Analyze

tpore [T
- ﬁ
Implement

rif

5 10 15 20
Elapsed Time (Minutes)

Figur 3: Oversikt over hvordan elever som har vaert gjennom et kurs i problemlgsning med fokus pa monitorering jobber
med et matematisk problem (Schoenfeld, 1992, s. 357).

Som vi ser av beskrivelsen, viser figur 3 en oversikt over hvordan den samme elevgruppa som
vi sa pa tidligere (se figur 2) arbeidet med oppgaver i problemlgsning etter at de hadde
gjennomgatt et kurs i problemlgsning hvor de ble veiledet av leereren sin ved at denne stilte
monitorerende spgrsmal. Etter hvert ble elevene vant til at laereren stilte slike spgrsmal, og
begynte derfor a stille slike spgrsmal til seg selv for a veere forberedt fgr laereren kom.
Trekantene i figuren viser til hvor og nar elevene stilte seg selvmonitorerende spgrsmal. Vi ser
en tydelig endring i elevenes mate a jobbe med et matematisk problem pa fra fgr (se figur 1)
til etter at de hadde gjennomgatt kurset (se figur 3). Tidligere brukte elevene svaert liten tid
pa a forsta spgrsmalet, men brukte mesteparten av tiden sin til 3 prgve og feile uten saerlig
refleksjon rundt hvorfor de gjorde som de gjorde (se figur 1). Etter kurset stilte elevene seg
selv flere monitorerende spgrsmal enn tidligere, og brukte mer tid til refleksjon over hva de
gjorde og hvorfor (se figur 3). Det er ikke sa lett for en leerer & undervise elevene i
metakognitive ferdigheter, altsa a hjelpe elevene til a bli bevisste pa egen tenkning ved hjelp
av et indre sprak. Dette er allikevel en ferdighet som er nzert knyttet sammen med
problemlgsning i matematikk og ulike strategier elevene kan ta i bruk i dette arbeidet. Nar
elevene jobber sammen i grupper, kan de stille hverandre monitorerende spgrsmal om
hverandres antagelser, arbeid og fremgang. Slik kan elevene @gve seg pa a eksternalisere
tankene sine ved a argumentere for hvordan de har Igst oppgaven, sette ord pa hvordan de

har appropriert problemet og sette disse strategiene inn i en matematisk sammenheng.

Jeg gnsket a velge ut konkrete strategier jeg skulle sette sgkelyset pa og se etter nar jeg
observerte elevene mine. | tillegg sa jeg nytten av a ha en kodingsmanual som kunne hjelpe
meg til 8 fa en oversikt over hvilke strategier elevene jeg observerer brukte og hvor ofte de

brukte disse. Jeg fant en slik kodingsmanual som Kongelf (2011) har utformet, og denne er
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brukt i flere masteroppgaver, blant annet masteroppgavene til Harder (2013) og Aaseth

(2016). Jeg valgte derfor ogsa a bruke denne i min studie.

Tabell 1: Kodingsmanual basert pa Kongelf, oversatt til norsk av Harder (2013, s. 28)

Heuristiske metoder

Beskrivelse

1 Se etter et m@gnster

Identifisere mgnster i den gitte informasjonen ved ngyaktig
observasjon av felles egenskaper, variasjoner eller forskjeller ved

tall, former og liknende i problemet

2 Lag en systematisk

tabell

Lage en systematisk liste eller tabell som inneholder den gitte

informasjonen eller de ulike mulighetene.

3 Lag en illustrasjon

Bruke den gitte informasjonen til a lage en

illustrasjon/visualisering for a presentere problemet visuelt.

4 Prov og feil

Gjgre en rimelig antakelse om hva svaret er, og sa sjekke om
resultatet blir riktig. Gjenta prosedyren hvis ngdvendig for a finne

svaret eller en god tilnzerming.

5 Lgs deler av

problemet

Dele et problem i flere delproblemer, for sa a Igse disse ett etter

ett, og finne Igsningen pa det opprinnelige problemet

6 Jobb baklengs

Tilneerme seg problemet baklengs fra dets resultat eller Igsninger

for a finne hvilke krav som ma tilfredsstilles

7 Tenk pa et liknende

Huske eller vurdere liknende problemer som er Igst tidligere for a

problem eventuelt kunne bruke samme metoder og resultater i
tilneermingen til problemet.

8 Gjor problemet Forenkle vanskelige tall eller forhold i problemet uten a endre

enklere problemet matematisk.

9 Se problemet fra en

annen side

Tilneerme seg problemet med en annen vinkling nar tidligere

tilnaerminger ikke fgrer frem.

10 Bruk digitale

hjelpemidler

Bruke digitale hjelpemidler som CAS, Geogebra, MU, regneark

eller andre programmer for a I@se problemet.

Som tidligere nevnt har forskere som for eksempel Borgersen (1994), Mason med kollegaer

(1991, 2010), Polya (1957) og Schoenfeld (1985, 1992) beskrevet ulike heuristikker som kan

42




vaere nyttig for elever @ ha kjennskap til nar de jobber med problemlgsningsoppgaver i
smagrupper. | min studie valgte jeg @ bruke de ti heuristiske metodene beskrevet i Kongelf
(2011) sin kodingsmanual, og jeg knyttet dem til strategiene som blir nevnt av de andre

forskerne som er nevnt over.

2.2 Et sosiokulturelt perspektiv pa problemlgsning

| dette kapitlet vil jeg presentere det laeringsteoretiske perspektivet jeg har valgt for min
studie. | klasserommet foregar utforsking og problemlgsning gjennom samarbeid mellom
elever i smagrupper og mellom lzerer og elever. Da jeg i min studie har observert fire elever
som samarbeider i en smagruppe om a Igse problemer, er det relevant a koble studien min
opp mot et sosiokulturelt lzeringsperspektiv, et leeringsperspektiv jeg presenterer i delkapittel
2.2.1. Her vil jeg hovedsakelig stgtte meg pa teorien fra Saljo (2001) og Vygotskij (1978). Et av
forskningsspgrsmalene mine spgr hvilken rolle medierende verktgy spiller for elevenes
muligheter for a appropriere matematiske begreper og idéer i sin problemlgsningsprosess. Jeg
vil derfor presentere aktuell teori fra blant andre Carlsen (2008, 2009, 2010), Dysthe (2001)
og Saljo (2001), og om dette emnet i delkapittel 2.2.2. | det siste delkapitlet, 2.2.3, vil jeg ta
for meg hvordan dialog og samarbeid i smagrupper kan pavirke lzeringen til elever som jobber
med problemlgsning. Her vil jeg blant annet bruke teorien fra Bjuland (2002), Carlsen (2008,
2010) og Dysthe (2001).

2.2.1 Et sosiokulturelt perspektiv pa leering og utvikling
Denne studien bygger pa Vygotskijs leeringsteorier og forsgk fra 1920- og 1930-tallet, samtidig
som jeg bruker forskningen til blant andre Saljé (2001, 2005) som argumenterer for at et

sosiokulturelt lzeringssyn har relevans for leering i en sosiokulturell institusjon som skole.

Et sosiokulturelt lzeringssyn handler om a se pa hvordan laering skjer gjennom sosial og
kulturell praksis. Det vil si at laering skjer gjennom interaksjon med andre mennesker,
samspillet med miljget rundt og bruken av verktgy som stgtte for det som lzeres (Saljo, 2001).
Leering og utvikling av kunnskap skjer altsa fgrst og fremst gjennom interaksjoner mellom

mennesker, og senere blir denne kunnskapen en del av det enkelte menneskets tenkning og
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handling (jfr. Vygotskij, 1979b). En annen viktig grunnsetning er at det er kulturelt avhengig
hvordan mennesker laerer. Menneskers intellektuelle kapasitet og evne til a tenke og lzere, er
ikke begrenset til medfgdte mentale og biologiske evner, men som mennesker er vi kulturelle
vesener som interagerer med og tenker sammen med andre mennesker i hverdagslige
aktiviteter ved a bruke materielle ressurser (Saljo, 2001). Saljo (2001, side 23) lister opp tre

punkter, som han mener er kjernen i sosiokulturelt perspektiv pa leering og utvikling. Disse er:

1. Utvikling og bruk av intellektuelle (eller psykologiske/kommunikative) redskaper.
2. Utvikling og bruk av fysiske redskaper (eller verktgy).
3. Kommunikasjon og de ulike matene mennesker utvikler samarbeidsstrategier i ulike

kollektive virksomheter.

Utforskende arbeid og problemlgsning i skolen gjgres best i smagrupper hvor elevene
samarbeider om a komme frem til en Igsning. Elevene har flere a stgtte seg pa om laereren lar
dem jobbe sammen to og to eller i smagrupper. A samtale om matematikk skjer i fellesskap,
og det legges til rette for leering gjennom den matematiske samtalen kombinert med bruken
av andre medierende verktgy (Salj6, 2001). A jobbe med problemer pa egenhand kan vaere
utfordrende, og det kan derfor vaere sveert nyttig 8 samarbeide med andre elever for a se flere
sider av det aktuelle problemet. Sosiokulturell laeringsteori bygger nettopp pa at det er de
sosiale relasjonene som setter i gang laering (Dysthe, 2001). Elevene lzerer gjennom samarbeid
med andre, og bygger opp kunnskapen sin gjennom erfaringer ved a jobbe sammen og i dialog
med andre (Dysthe, 2001). Vygotskijs laeringssyn er derfor relevant nar vi ser pa utforskende

arbeid og problemlgsning i skolen.

Vygotskijs sosiokulturelle lzeringsteori er en av de mest betydningsfulle teoriene innen
pedagogikk (Saljo, 2001). Ifglge teorien laerer mennesker gjennom aktive, sosiale og kulturelle
interaksjoner. Leering manifesterer seg som fglge av samspillet mellom individuelle evner og
kulturen som mennesket er omgitt av. Vygotskij mener at oppleaering ikke bare handler om a
tilegne seg nye kunnskaper, men ogsa om a endre sosiale interaksjoner (Saljo, 2001). Vygotskij
hevder at lzering forutsetter et to-veis samspill mellom individet og miljget rundt dem (Saljo,
2001). Dette kan manifestere seg pa flere mater; gjennom direkte interaksjon med andre,
giennom a observere stgttende eller utfordrende modeller, eller via bruk av egnete verktgy

(Saljo6, 2001). Et sosiokulturelt leeringssyn fremmer dialog og samhandling, og i klasserommet
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vil lzereren veilede i form av 3 stille spgrsmal og komme med hint. Disse virkemidlene gir
elevene noen 3 identifisere seg med, og det hjelper dem med & komme videre nar de stgter
pa vanskeligheter. En annen del av Vygotskijs sosiokulturelle leeringsteori handler om
betydningen av sprak og symboler (Siljo, 2001). Han antok at disse er avgjgrende for kognitiv
utvikling og leering, og han ansa at barn lzerer spraket fgr de begynner a laere symboler.
Vygotskijs sosiokulturelle lseringsteori har hjulpet til & endre synspunktene pa hvordan
mennesker laerer. Det har ogsa hjulpet til a forsta kompleksiteten i leering, vektleggingen av

det sosiale miljget samt betydningen av verktgy og teknologi i utdanning.

2.2.2 Medierende verktgy

Vygotskij sine skrifter fra 1920- og 1930-tallet la grunnlaget for sosiokulturell lzeringsteori, og
bygger pa en antakelse om at laering skjer giennom bruk av sprak og deltakelse i sosial praksis.
Han mente at det er de sosiale relasjonene som setter i gang leeringen, og at laering skjer
gjennom samhandling med andre. Laeringssynet bygger pa at spraket blir et verktgy for det a
tenke (Saljo, 1998). Mennesker tar i bruk spraklige og fysiske tilgjengelige ressurser, verktgyer
som kulturen legger til rette for. Disse verktgyene bruker menneskene til 3 skape mening i
verdenen omkring seg (Saljo, 2001). Grafer, tegninger og matematiske symboler er eksempler
pa verktgy som er viktige i undervisningssammenheng. Slike verktgy er menneskeskapte og

utviklet over tid.

«Begrepet mediering er derfor viktig. Som mennesker er vi ikke umiddelbart og direkte i
kontakt med omverdenen. Den tolkes for oss, og vi handterer den ved hjelp av ulike verktgy
som utgjer deler av var sosiale praksis» (Carlsen, 2008, side 31, min oversettelse). Mediering
er et begrep som beskriver hjelpen eleven far i laeringsprosessen, og bade laerer og medelever
kan veere viktige medierende verktgy i en elevs laringsprosess. Medierende verktgy er
formidlingsverktgy, og spraket er det viktigste medierende verktgyet mennesker bruker
(Dysthe, 2001). Medierende verktgy har stor betydning nar elever jobber med problemlgsning
(Carlsen, 2008). Han illustrerer dette med en trekant hvor hvert av hjgrnene representerer
henholdsvis eleven (subjektet), problemlgsningsoppgaven (objektet) og de medierende
verktgyene og handlingene elevene bruker i problemlgsningsprosessen, for eksempel

lerebgker, matematiske symboler, grafiske kalkulatorer og inskripsjoner. Vi kan se pa
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inskripsjoner som skriftlige tegninger og modeller som elevene lager nar de jobber med
problemlgsning (Carlsen, 2009). Nar elevene bruker inskripsjoner som medierende verktgy
kan det hjelpe dem til lettere a forsta problemet, og i noen tilfeller fgre direkte til Igsning og
bevis (Arcavi, 2003). Trekanten Carlsen (2008) refererer til symboliserer det tette forholdet
mellom disse tre enhetene. Inskripsjoner er sammensatt av fysiske og intellektuelle verktgy,
og nar vi bruker inskripsjoner bevares intellektuelle verktgy fysisk gjennom at vi bruker
skriveredskaper. Dette kan senere brukes til kommunikasjon (Saljo, 2001). Carlsen (2008)
skriver at nar eleven kombinerer bruken av inskripsjoner og sprak, sa blir dette et medierende
verktgy elevene kan anvende i sin problemlgsningsprosess og nar de kommuniserer med
medelever. Inskripsjoner kan medvirke til felles aktivitet og felles fokus blant elevene nar de
jobber i smagrupper (Carlsen, 2009). Som vi skal se senere, tar elevene i denne studien i bruk

inskripsjoner i sitt arbeid med problemlgsning.

Medierende verktgy og appropriering er tett knyttet sammen. For at elevene skal kunne
appropriere de nye verktgyene er kommunikasjon mellom elevene avgjgrende (Carlsen,
2008). Med appropriering menes at elevene gjgr matematikken til sin egen ved a ta i bruk det
de ser, hgrer og erfarer. Carlsen (2008) papeker at appropriering ikke er imitering. Diskursen
som skjer i smagruppa med elever er et viktig medierende verktgy. Her presenterer elevene
tankene sine for hverandre, og forstaelsen for problemet de jobber med utvikles gjennom
diskusjonen. Elevenes diskurs gjgr det ogsa mulig @ identifisere de ulike strategiene

smagruppa tari bruk for a Igse problemet. Videre sier Carlsen (2008) at denne approprieringen

skjer gjennom en gradvis prosess:

En grunnleggende antakelse her er at individer ikke umiddelbart tilegner seg den fulle
og eksakte betydningen av begreper eller kulturelle verktgy. Snarere tilegner de seg
aspekter ved begrepene og problemlgsningsmetodene innenfor bestemte matematiske
praksiser der de samhandler med gjenstander og andre mennesker. Prosessen med G
tilegne seg begreper og verktay er ikke enkel, men delvis og gradvis (Carlsen, 2008, side

97, min oversettelse).

Carlsen (2010) lister opp fem aspekter som er sentrale i litteraturen og forskningen rundt
appropriering av verktgy, for eksempel matematiske begreper. For det fgrste ma elevene

involveres i en felles aktivitet. Videre ma elevene dele et felles fokus med hverandre, elevene

46



ma utvikle en slags arbeidskonsensus om hva de skal vaere oppmerksom pa i en matematisk
oppgave. Sa ma de utvikle en felles mening av ord og begreper. Det fjerde aspektet gar ut pa
at elevene tilpasser handlinger og ytringer fra medelever mens de jobber sammen med
problemlgsningsoppgaver og bruker dem i prosessen. Til slutt ma eleven i sitt
problemlgsningsarbeid kunne bruke allerede eksisterende og etablert kunnskap fra

klasserommet og fra smagruppen, altsa den matematikkulturen som har utviklet seg over tid.

2.2.3 Dialog, samarbeid og leering

Det er en nar sammenheng mellom de tre begrepene dialog, samarbeid og leering (Dysthe,
2001). Det sosiokulturelle lzeringssynet fremmer et grunnleggende syn om at det er den
sosiale gruppa og fellesskapet som den enkelte er en del av, som er selve utgangspunktet for
leering (Dysthe, 2001). Lzering kan ikke sees pa som et isolert fenomen eller som individets
egne mentale aktiviteter. Laering er tett knyttet sammen med samarbeid, og det er gjennom
interaksjon med andre at vi utvikler oss (Dysthe, 2001). Vygotskij var spesielt opptatt av det
verbale aspektet ved samarbeid, og i skolen er det innlysende at spraket er det viktigste
medierende verktgyet. Mye av laeringen skjer giennom a lytte, lese, skrive og snakke (Dysthe,
2001). Spraket er selve bindeleddet mellom individuelle mentale prosesser og de sosiale

leeringsaktivitetene, sett fra et sosiokulturelt perspektiv (Dysthe, 2001).

A jobbe i grupper

Gruppesamarbeid er begrepet vi bruker nar tre eller flere elever jobber sammen for a Igse et
problem (Carlsen, 2008). | Igpet av de siste tiarene er det mange som har forsket pa
samarbeidslaering i smagrupper, for eksempel Bjuland (2002), Borgersen (1994), Carlsen
(2008, 2010) og Schoenfeld (1985, 1992). Forskningen til Borgersen (1994) konkluderte blant
annet med at det var mulig & skape laeringsmiljger hvor matematikkstudentene samarbeidet
og ga hverandre stgtte til 3 gd gjennom prosessen sammen. | tillegg opplevde han at
samarbeid i smagrupper var svaert godt likt av studentene, og de anbefalte det sterkt.
Forskningen til Bjuland (2002) viste at grupper med laererstudenter som hadde ulik
matematisk bakgrunn kunne gjgre betydelige framskritt i Igsningsprosessen og finne lgsninger
pa geometriske problemer uten laererens hjelp hvis det ble lagt til rette for samarbeid om

problemene over et lengre tidsrom. Dialog og samhandling er ogsa sentralt i mye forskning
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hvor elever gar fra a vaere noviser til eksperter (Carlsen, 2010; Schoenfeld, 1992). Det kan ogsa
veere utfordringer med a kombinere ulike typer elever i ei gruppe (Rogat & Linnenbrink-Garcia,
2011). De ulike individene kan ha ulike mal for arbeidet, ulike prioriteringer og mater a jobbe
pa. Om disse prioriteringene ikke samsvarer, kan det resultere i lavere innsats gjennom
nedsatt motivasjon til & bidra i gruppa. Ashman og Gillies (2013) peker pa de samme
utfordringene. Forskjellige individer kan ha ulike preferanser for hvordan de helst gnsker a
arbeide, og dette kan skape konflikter innad i gruppa og effektiviteten svekkes. De papeker at
dette kan forhindres ved at elevene lzerer hvilke ferdigheter som er viktige for a lykkes i et

gruppearbeid.
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3 Metode og gjennomfgring

| dette kapitlet vil jeg redegj@re for mitt valg av forskningsdesign, metodene jeg har brukt for
a svare pa forskningsspgrsmalene mine og begrunne valgene jeg har tatt. Jeg vil ogsa diskutere
hvordan jeg har valgt a analysere datamaterialet, de forskningsetiske vurderinger jeg har gjort
og til slutt metodiske betraktninger. | kapittel 3.1 vil jeg ga neermere inn pa kvalitativ forskning
og casestudie som forskningsdesign. Jeg vil beskrive designet, og begrunne hvorfor jeg valgte
akkurat dette i min studie. Jeg vil videre i kapittel 3.2 greie ut om metodene jeg brukte for a
samle inn data jeg har brukt i analysen. | kapittel 3.3 vil jeg ga inn pa utvalget jeg har gjort
under observasjonen, og valgene jeg gjorde rundt utvelgelsen av dette utvalget. En oversikt
over datagrunnlaget og oppgavevalg blir presentert i kapittel 3.4 og 3.5, fgr metodiske valg
med tanke pa analysen (3.6), de forskningsetiske vurderingene (3.7) og noen metodiske

betraktninger (3.8) utgjgr de tre siste delkapitlene.

3.1 Kvalitativ casestudie som forskningsdesign

Jeg har valgt en kvalitativ strategi for & innhente data til min studie. Et kjennetegn pa
kvalitative metoder er at forskeren innhenter mye informasjon om et begrenset utvalg
(Christoffersen & Johannessen, 2012). Da jeg gnsket a observere en liten elevgruppes arbeid
med problemlgsningsoppgaver og denne gruppas strategier i dette arbeidet, var kvalitativ
metode et relevant valg. Kvalitative strategier brukes altsa nar forskeren @nsker
dybdekunnskap og helhetlig forstaelse av spesifikke sammenhenger (Thagaard, 2013). Det var
derfor hensiktsmessig a velge et kvalitativt forskningsdesign i mitt tilfelle, og jeg har valgt a

bruke casestudie.

Casestudier omfatter gjerne fa undersgkelsesobjekter og baserer seg pa mye data om hver
enhet (Thagaard, 2013). Den klassiske casestudien innebaerer en intensiv og detaljert analyse
av en enkelt case, og er opptatt av kompleksiteten og den aktuelle casens spesielle karakter
(Bryman, 2012). | en casestudie kan forskeren komme tett innpa virkelige situasjoner, og
analysen fokuserer gjerne pa hvordan casen utvikler seg over et bestemt tidsintervall, gjerne
i en bestemt kontekst. Eksempler pa casestudier kan vaere a studere et bestemt samfunn, en
spesiell skole, en bestemt gruppe mennesker, en familie, en skoleklasse eller en person, eller

som i mitt tilfelle, ei gruppe med fire 2P-elever.
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Vi kan tilneerme oss en casestudie bade kvalitativt og kvantitativt, og vi kan derfor ikke
automatisk trekke en parallell mellom kvalitativ studie og casestudie. Hos Bryman (2012) kan
vi lese at en casestudie bade kan vaere forklarende og beskrivende i sin form. En forklarende
studie gnsker a forklare ulike hendelser, situasjoner, fenomener eller liknende, og besvare
hvorfor situasjonen er akkurat slik. En beskrivende casestudie gnsker a beskrive ulike forhold
rundt det forskeren gnsker a studere, men kommer ikke med forklaringer pa hvorfor det er
som det er. Min studie har en beskrivende form og kan derfor kategoriseres under det Bryman
(2012) kaller en representativ eller en typisk case. Et annet ord han bruker pa slike caser er
eksemplifiserende. | en beskrivende casestudie velger forskeren ut situasjoner som vil utgjgre
en passende kontekst for a8 besvare bestemte forskningsspgrsmal, og ikke ngdvendigvis fordi
de er sa spesielle eller unike. Ved denne type forskningsdesign kan det bade vaere en fordel
og en ulempe at en casestudie kun fokuserer pa en isolert hendelse eller et bestemt objekt.
Fordelen er at forskeren kommer tettere innpa det han gnsker a observere, og han kan enklere
identifisere og studere aspekter ved situasjonen han ellers ikke ville fatt muligheten til. |
mange tilfeller er gnsket a studere hvor godt casen man har valgt stemmer overens med
allerede eksisterende teoretiske argumenter. Om casen faller godt inn under eksisterende
teori, vil forskningsprosjektet bidra til @ underbygge den allerede eksisterende teorien og
styrke troverdigheten til denne. Vi kan se pa casestudier som en induktiv tilnaerming i
relasjonen mellom teori og forskning siden man i en casestudie forsgker @ samle inn kunnskap
ved a ga fra virkelighet til teori. Ved denne type tilnaerming bgr forskeren samle inn data med
et sa apent sinn som mulig. Ulempene ved en casestudie er at det av de allerede nevnte
grunner er vanskelig & generalisere ut fra en isolert case. En forsker kan ikke uten videre pasta
at casen han har studert er representativ for en kategori av hendelser, til tross for at han

studerer typiske hverdagssituasjoner (Bryman, 2012).

3.2 Metoder for datainnsamling

Da jeg valgte casestudie som forskningsdesign, kunne jeg velge flere metoder for a
gjiennomfg@re datainnsamlingen jeg trengte for @ besvare forskningsspgrsmalene mine, blant
annet observasjon som dokumenteres med feltnotater, video- eller lydopptak. Jeg kunne ogsa
samle inn nyttig data gjennom intervjuer og dokumentinnsamling (Bryman, 2012). Jeg har

valgt & samle inn det empiriske materialet jeg trengte gjennom observasjon som

50



dokumenteres med feltnotater, lydopptak, dokumentinnsamling i form av elevenes

Notebook’er og intervju.

Fgr jeg kunne starte innhentingen av datamaterialet jeg trengte til studien min, matte jeg sgke
om tillatelse fra NSD (Norsk senter for forskningsdata). Det innebar at jeg matte sende inn en
elektronisk sgknad, og med den bade prosjektbeskrivelse, informasjonsskriv og intervjuguide.

Disse ble godkjent (Vedlegg 1).

Observasjon som metode i casestudier er mye diskutert, spesielt der hvor forskeren
(observatgren) er deltagende i situasjonen. Det essensielle i diskusjonen er hvor grensen gar
far studien bgr kalles en etnografisk studie. Casestudier kan utfgres med varierende grad av
observatgrdeltagelse, og Wellington (2000) kategoriserer deltagelsen pa en skala fra «ingen
observatgrdeltagelse» til «fullstendig observatgrdeltagelse». Jeg bestemte meg for a innta
rollen som delvis deltagende under observasjonen ved at jeg var fysisk til stede sammen med
elevene mens de jobbet med oppgavene jeg hadde valgt ut, samt at jeg i enkelte tilfeller stilte
spgrsmal som skulle hjelpe elevene til a se flere muligheter med en oppgave de allerede ansa
som ferdig lgst, eventuelt om de satt helt fast. Jeg vil pa grunnlag av at jeg var til stede med
gruppa og observerte dem under hele perioden, si at jeg hadde en etnografisk tilnaerming til
datainnsamlingen. Jeg sa mange fordeler med a selv vaere til stede i rommet hvor elevene
jobbet. Jeg ble godt kjent med de fire elevene jeg observerte, og jeg fikk med meg fglelser og
stemninger innad i gruppen jeg ellers ville gatt glipp av ved kun & hgre pa lydopptaket i
etterkant. Dette bidro positivt til analysen ved at jeg fant stgtte i denne tilstedevaerelsen
under min tolkning av dataen i etterkant. En ulempe ved dette kan veere at jeg som forsker
fikk et personlig forhold til de fire elevene, og av den grunn har analyseresultatene mine
muligens blitt farget av det ved at jeg har tillagt de ulike elevene egenskaper, tanker og
ferdigheter jeg mente at de hadde. For a redusere risikoen for at dette skulle skje, gjorde jeg
enkelte grep som a ta feltnotater i tillegg til lydopptaket. Dialogene i lydopptakene ble
analysert ut fra hvordan disse fremsto, og jeg gjennomgikk lydopptakene og transkripsjonene
gjentatte ganger for 3 minimere risikoen for at jeg mistolket dataene. Under har jeg beskrevet
de ulike metodene jeg brukte, altsa observasjon (3.2.1), intervju (3.2.2), feltnotater (3.2.3) og

innsamling av skriftlig materiale (3.2.4).
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3.2.1 Observasjon og min rolle som forsker

Det er vanlig @ bruke observasjon nar malet er a studere hvordan mennesker forholder seg til
hverandre og nar man gnsker @ se pa personenes adferd, altsd studere dagliglivets praksis
(Thagaard, 2013). Som vi kan se ut fra forskningsspgrsmalene mine, interesserte jeg meg for
elevenes strategibruk i arbeidet med problemlgsningsoppgaver, i tillegg til hvilken rolle
gruppesamarbeidet spilte inn i problemlgsningsprosessen. Jeg var interessert i hvordan
elevene forholdt seg til hverandre, og derfor valgte jeg observasjon som primaermetode hvor
jeg selv var delvis deltagende. Jeg deltok i alle gktene hvor elevene jobbet med ulike
utforskende oppgaver i disse ukene, men for det meste var min eneste rolle a observere, styre
lydopptaket og gjgre meg notater underveis. Jeg hadde en lang samtale med de fire elevene
for datainnsamlingen startet hvor vi ble litt kjent og etablerte et trygt grunnlag for videre
samarbeid. De fikk ogsa muligheten til 3 spgrre om alt de lurte p3, og alle sammen fikk avklart
forventninger vi hadde til prosjektet. Da det var disse elevenes strategier, samarbeid og
samtaler underveis i arbeidet som ga grunnlaget for analysen i min studie, var jeg ngye med a
gjere feltnotater i tillegg til lydopptakene under hver gkt. Dette i tilfellet noe uforutsett skulle
skje med lydopptaket. Jeg skrev ogsa logg etter hver observasjonsgkt hvor jeg oppsummerte
pkta, uthevet interessante hendelser og noterte meg det som kunne kategoriseres som
strategibruk. Dette sa jeg for meg ville bli nyttig nar jeg senere skulle velge ut deler av gktene
til analysedelen, og ifglge Thagaard (2013) kan det & ta notater underveis i
observasjonsprosessen hjelpe forskeren a bearbeide erfaringene han gjgr seg etter hvert som

prosjektet skrider frem.

3.2.2 Intervju fgr og etter

Jeg @nsket allerede fra oppstart @ etablere et godt og trygt forhold mellom meg og de fire
elevene som jeg skulle observere. Jeg valgte derfor a gjennomfgre et oppstartsintervju (se
vedlegg 2) hvor jeg spurte om tidligere matematikkopplaering og vurderinger, forhold til
matematikk og erfaringer med gruppearbeid og utforskende oppgaver, samt deres
forventninger til sin deltagelse. Her holdt jeg en litt uformell tone, og det ble en hyggelig prat.
Etter siste observasjonsgkt, giennomfgrte jeg et semistrukturert gruppeintervju (se vedlegg 3)
med elevene hvor jeg spurte spgrsmal som gikk direkte pa forskningsspgrsmalene mine. Malet

med gruppeintervjuet var at de fire elevene selv skulle forklare hvordan de hadde opplevd de
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ulike problemene de hadde jobbet med i denne perioden, og hvordan det hadde vaert a jobbe
som ei gruppe. Jeg ville ogsa at elevene skulle fa en mulighet til a8 tenke gjennom de ulike
strategiene de hadde brukt i problemlgsningsarbeidet sitt, om de hadde gjort noen nye

erfaringer som de kunne ta med seg videre og reflektere over eget problemlgsningsarbeid.

Intervjusamtaler er formalstjenlig for dette formalet (Thagaard, 2013). Nar jeg intervjuer
deltakerne i tillegg til @ observere dem, gir det muligheter for & utdype episoder fra
observasjonen, og pa den maten skape mening rundt disse pa en bedre mate. Jeg valgte a
forberede semistrukturerte intervjuer hvor jeg hadde en intervjuguide (vedlegg 2 og 3) med
planlagte spgrsmal jeg gnsket a fa svar pa, men formen ga meg muligheten til a8 innhente
annen relevant informasjon for a fa en dypere forstaelse av intervjupersonens tanker. Et semi-
strukturert gruppeintervju er nyttig nar man gnsker a ta i bruk flere individers forskjellige
perspektiver og innspill til et bestemt tema. Det er ofte det beste alternativet nar man
sammenligner det med mindre fleksible metoder, som fokusgrupper eller dybdeintervjuer.
Det kan hjelpe a belyse problemstillinger som potensielt involverer mange personer. Semi-
strukturerte gruppeintervjuer kan ogsa vaere nyttige for a gi informanter en plattform for a
dele idéer, observere hvordan andre deltakere reagerer pa problemstillingen, og hjelpe med
a fremme konstruktive diskusjoner. Det gir muligheten til & utforske temaer mer dypt og
malrettet med faerre restriksjoner pa hvilke spgrsmal som kan bli stilt. Dette bidrar til a gi et

bredere og mer variert spekter av informasjon som ellers ikke ville ha blitt utforsket.

Nar en forsker gnsker @ ha en dpen tilneerming i datainnsamlingen, er denne metoden
hensiktsmessig (Bryman, 2012). Det er flere fordeler ved a bruke et semistrukturert intervju,
blant annet at alle intervjuobjektene blir stilt de samme sp@grsmalene. Samtidig gjgr denne
intervjuformen det mulig 3 stille individuelle oppfglgingsspgrsmal for videre utdypning og
avklaring basert pa hva den enkelte elev svarer. En annen fordel var at rekkefglgen pa
spgrsmalene kunne endres underveis i intervjuet. Det gjorde det mulig a knytte spgrsmalene
opp mot elevenes forutsetninger, og det ga rom for at jeg som forsker kunne spille inn
impulsive spgrsmal om noe interessant skulle dukke opp underveis i intervjuet. Under
utarbeidelsen av de to intervjuguidene (vedlegg 2 og 3), fokuserte jeg pa a formulere
spgrsmalene slik at jeg kunne bruke elevenes svar som stgtte til @ besvare bade
forskningssp@rsmalene og problemstillingen min. P4 denne maten var jeg godt forberedt i

forhold til hva som var min oppgave a undersgke (Kvale & Brinkmann, 2009). Jeg hadde altsa
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utarbeidet spgrsmalene f@r intervjuet startet, men var likevel apen for a spgrre rundt
relevante utsagn som intervjuobjektene kom med, og som jeg ikke hadde planlagt fgr
intervjuet startet (Thagaard, 2013). Jeg var ogsa forberedt pa a \variere
oppfelgingsspgrsmalene jeg stilte ut fra hvordan elevene svarte. P4 den maten kan
intervjupersonene fgle seg mer imgtekommet med tanke pa at de far gjensvar (Thagaard,
2013). Jeg hadde gjennomfgrt et testintervju, et lite pilotintervju, med en av mine egne elever

pa forhand for & minske sannsynligheten for at noen av spgrsmalene kunne misforstas.

Jeg valgte at hovedintervjuet mitt med elevene ble gjort som et gruppeintervju. A
giennomfgre et gruppeintervju kan gi flere fordeler da elevene ofte fgler seg tryggere i gruppe
og intervjueren kan, i tillegg til & fa frem hver enkelt deltagers oppfatning, avdekke hvordan
gruppemedlemmene diskuterer de ulike oppfatningene seg imellom. Pa den andre siden kan
det vaere elever som ikke tgr a vaere zerlige eller si sa mye nar andre elever hgrer pa (Postholm
& Jacobsen, 2011). | min gruppe opplevde jeg elevene som apne og trygge, og det virket som

om de svarte zerlig pa spgrsmalene jeg stilte dem.

3.2.3 Feltnotater

Jeg har som sagt valgt a8 ta lydopptak av de fire elevene nar de jobber med
problemlgsningsoppgavene. Da det kunne skje uforutsette hendelser ved en slik
datainnsamling, som for eksempel at lydopptageren ikke virket, opptaket ble slettet, lyden var
darlig osv., valgte jeg ogsa a ta feltnotater fra hver observasjonsgkt. Her noterte jeg ned i korte
trekk hva som ble sagt og av hvem, i tillegg til stemningen blant elevene, hvordan jeg oppfattet
at motivasjonen og driven var hos hver enkelt av dem, samspillet mellom dem, om noen
meldte seg ut osv. Dette er viktige elementer som spiller inn pa gruppedynamikken og derav
gruppas evne til 3 Igse oppgavene i fellesskap, men som ikke kommer direkte fram pa et
lydopptak. Derfor ga disse notatene meg et verdifullt tilskudd til analysen jeg gjorde pa et

senere tidspunkt.

Jeg finner ogsa stgtte i litteraturen for verdien av feltnotater. Den menneskelige
hukommelsen har svakheter, og derfor ma forskere ta notater basert pa hva de observerer
(Bryman, 2012). Bryman (2012) skriver videre at dette bgr veere relativt detaljerte

oppsummeringer av hendelser og atferd i tillegg til forskerens tidlige refleksjoner rundt det
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han observerer. Han lister opp noen gode tips til forskeren som skal ta feltnotater, og nevner
blant annet at forskeren bgr gjgr notater sa raskt som mulig etter at han har sett eller hgrt
noe interessant, uansett hvor korte de er. Notatene bgr merkes med dato, hvem som er
involvert, hva som fgrte til ulike hendelser og andre detaljer som kan vaere nyttige senere.
Han nevner ogsa at selv om man bruker en digital opptaker, kan det bli utfordrende & matte
transkribere sa mye datamateriale i etterkant, og forskerens feltnotater kan da bli nyttige for
a velge ut interessante hendelser fra observasjonene pa et senere tidspunkt. Det er viktig at
forskeren skriver tydelige notater slik at han ikke ma spgrre seg selv i etterkant hva meningen
med hva han har notert er. Det er verdifullt a inkludere noen tidlige analytiske tanker om det
som observeres og hgres, da disse kan vaere nyttige senere nar data skal utdypes i en analyse
(Bryman, 2012). Dette tok jeg pa alvor, og prgvde a lage gode feltnotater under og rett etter

observasjonene av arbeidsgktene.

3.2.4 Innsamling av skriftlig materiale (Notebook)

| tillegg til lydopptak og feltnotater fra elevenes arbeidsgkter, gnsket jeg ogsa a samle inn
skriftlig materiale i form av elevenes egne Notebook’er. Med Notebook mener jeg en
skrivebok hvor elevene merket hver ny arbeidsgkt med dato og hvilken oppgave de jobbet
med. Videre skulle de gjgre alle sine matematiske beregninger, tegning av figurer og tabeller,
bevisfgring - altsa alt det matematiske pa venstre side i boka, mens de pa hgyre side noterte
ned tanker de hadde rundt prosessen, fglelser som eventuelt oppsto rundt arbeidet, strategier
de matte ta i bruk for 3 komme videre og ellers annet som hgrte til prosessen rundt a lgse
problemet. Jeg ga elevene hver sin skrivebok i begynnelsen av vart samarbeid, og forklarte
dem hva formdlet med denne boka var. Alle de fire elevene fikk hver sin Notebook som de
skrev i. Formen skulle veere uformell, men jeg presiserte at det var viktig at de i tillegg til a
gjore matematikk ogsa skulle reflektere rundt tanker og fglelser som oppsto underveis da de
jobbet med de ulike problemene. Var noen problemer ekstra utfordrende? Hva gjorde de for
a komme videre? Hva fglte de nar de eventuelt sto fast? Slike ting ansa jeg som like viktig a
dokumentere som selve Igsningsprosessen. Disse bgkene ble ogsa nyttige kilder i analysen jeg

gjorde senere.
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3.3 Utvalg

Der en kvantitativ studie tar for seg en stor gruppe forskningsdeltagere, tar altsa en kvalitativ
forskningsstudie for seg en liten gruppe deltagere. | dette prosjektet observerte jeg fire 2P-
elever i en periode pa fem uker i begynnelsen av andre termin i deres andre ar pa
videregdende skole. Jeg var sa heldig at jeg fikk bruke elever fra klassen til en kollega som
underviste 2P dette aret, og hun foreslo et utvalg av elever som egnet seg til 3 delta i denne
datainnsamlingen. Vi snakket pa forhand om at ei gruppe pa fem positive og nysgjerrige elever
med middels maloppnaelse i matematikk ville veere det ideelle utvalget til denne gruppen da
jeg antok at en slik sammensetning av elever ville gi meg relevante data til studien min. Blant
elevene hun foreslo var det fire jenter som sveert gjerne gnsket a delta. Disse fire svarte
umiddelbart ja (se samtykkeskjema, vedlegg 4), og var fra fgr trygge pa hverandre og vant til
a samarbeide i andre fag. Jeg valgte derfor a endre gruppestgrrelsen fra fem til fire slik at jeg
unngikk @ matte overtale en femte elev til 3 delta, noe som kunne skapt en annen stemning.
Jeg tenkte pa forhand at en miks av bade gutter og jenter ville vaere gnskelig, men det var kun

tre gutter i denne klassen, og ingen av dem gnsket a delta.

| Ippet av en normal skoleuke hadde disse elevene tre enkelttimer & 45 minutter med
matematikk, og vi avtalte at to av disse gktene skulle brukes pa et eget grupperom sammen
med meg mens de jobbet med utforskende oppgaver i matematikk. Den tredje gkta skulle
elevene vaere inne med klassen sin & ha vanlig undervisning med sin matematikklaerer. Jeg var

ikke til stede i disse timene.

3.4 Oversikt over datagrunnlaget

Jeg hadde et m@te med faglaereren og de fire elevene i forkant av perioden for datainnsamling,
og vi avtalte sammen hvordan vi skulle legge opp de fem ukene vi hadde til radighet.
Datamaterialet bestar av et oppstartsintervju med hver av de fire jentene, syv
observasjonsgkter av elevgruppa som jobbet mens jeg observerte og tok lydopptak, og til slutt
et gruppeintervju med de fire jentene etter endt observasjonsperiode. Tabellen nedenfor
(tabell 2) gir en kort oversikt over denne femukersperioden. De fire elevene fikk hver sin

skrivebok som de skulle bruke i timene jeg observerte dem. Dette er Notebook’en som jeg har
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beskrevet tidligere. Denne boka samlet jeg inn etter hver gkt slik at jeg kunne fglge med pa

om det skjedde en endring i maten elevene jobbet med problemlgsningsoppgaver pa.

Tabell 2: Oversikt over innsamlet empirisk materiale.

Dato Nar?

18. januar 2022  Fgr datainnsamling

20. januar 2022 1. observasjonsgkt

25.januar 2022 2. observasjonsgkt

27.januar 2022 3. observasjonsgkt

01. februar 2022 4. observasjonsgkt
03. februar 2022 5. observasjonsgkt

26. april 2022 6. observasjonsgkt

3. mai 2022 7. observasjonsgkt

20. juni 2022 Etter

datainnsamling

3.5 Oppgavevalg

Hva?

Oppstartssamtale.

Gjennomgang av informasjonsskriv.
Oppstartsintervju.

Utdeling av Notebook og en forklaring pa hvordan
denne var tenkt brukt.

Oppgave 1: Hundegard

Oppgave 2: Sglvtrad

Oppgave 3: Hyttevindu

Oppgave 4: Kvadrat og sirkel
Oppgave 5: Tarn pa Gardermoen
Oppgave 6: Bordkavaler

Oppgave 7: Forhold mellom gutter og jenter i en
klasse

Oppgave 8: Kuleis

Oppgave 9: Fire pafglgende tall

Oppgave 10: Terningkast

Oppgave 11: Vinkel h

Oppgave 12: Fire hus pa rad

Gruppeintervju med de fire jentene.

Jeg brukte mye tid pa a finne oppgaver som jeg kunne bruke i datainnsamlingen min. Jeg

gnsket rike problemlgsningsoppgaver som hadde lav inngangsterskel (se 2.1.3), motiverte

elevene og samtidig stilte hgye kognitive krav (se 2.1.4). Jeg @nsket @ bruke noen av

oppgavene fra kurset MA-424, Arbeidsmater i matematikk, ved Universitetet i Agder (UiA), da

jeg selv hadde opplevd disse oppgavene som sveert engasjerende. | tillegg fant jeg oppgaver i

boka «Motivasjon i matematikk» av Waege og Nosrati (2018), leerebgker fra ulike forlag og i

ulike oppgavesett fra Abelkonkurransen. Tanken min var & presentere elevene for varierte
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oppgaver som trigget deres nysgjerrighet og motiverte dem til 3 lgse problemet, jamfgr
definisjonen av et matematisk problem (se 2.1.2). Jeg hadde ogsa forskningsspgrsmalene
mine i tankene da jeg sgkte etter oppgaver, og valgte ut oppgaver som jeg ansa som gode
utgangspunkt for at elevene skulle kunne bruke ulike strategier for a Igse dem. Jeg hadde ogsa
i tankene at valget av oppgaver burde ta hensyn til elevenes begynnerniva og variere i

vanskelighetsgrad.

Jeg valgte ut oppgaver innenfor emnene kombinatorikk, sannsynlighet, geometri og logikk. |
Ippet av perioden jeg observerte elevene, jobbet de med tolv ulike problemlgsningsoppgaver.
Noen av oppgavene ble de svaert motiverte av, og av den grunn jobbet de engasjert med a
Ipse problemet, mens andre oppgaver motiverte dem i mindre grad. Dette var veldig tydelig i
maten de samarbeidet pa, og det varierende gnsket om a Igse oppgaven. Jeg har i min studie
valgt 3 se naermere pa fire av oppgavene som motiverte min elevgruppe mest og som de
jobbet med etter at fagleereren deres hadde gjennomfgrt undervisningsopplegget om
problemlgsningsarbeid jeg hadde utarbeidet. De fire oppgavene var oppgave 8 (kuleis),
oppgave 9 (fire pafglgende tall), oppgave 10 (terningkast) og oppgave 12 (fire hus pa rad).
Observasjonen av elevgruppas arbeid med disse fire oppgavene inneholdt mest relevant data
for a besvare de tre forskningsspgrsmalene mine, og det var derfor mest interessant a bruke
transkripsjonene fra disse fire episodene i analysen min. | de videre kapitlene vil jeg ga
naermere inn pa disse oppgavene ved a beskrive hensikten med oppgaven, det kognitive
nivaet knyttet til hver av dem, og hva jeg forventet av strategier elevene ville bruke i arbeidet

med disse oppgavene.

3.5.1 Oppgave 8: Kuleis

Hanne skal kjgpe kulels og kan velge mellom fire ulilke smaker. Huwn Vil ha to iskuler.
a. Hvor mange wdter kan hun velge Lsenm sin pi?

b. Hva om det er fleve smaker & veloe mellom?

(Weage § Nosratl, 2018, s. 107).

Oppgaven er hentet fra boken «Motivasjon i matematikk», og er en rik oppgave med lav
inngangsterskel og stor takhgyde, altsa en LIST-oppgave. Denne oppgaven kan Igses pa flere

mater, og elevene kan bruke flere ulike strategier i arbeidet med oppgaven. Dette er en
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kombinatorikkoppgave som er formulert pa en slik mate at elevene selv ma bestemme
forutsetningene for oppgaven fgr de gar i gang med a finne Igsninger. Det betyr at ulike elever
kan fa ulike svar ut ifra hvilke premisser/forutsetninger de legger til grunn for Igsning av
oppgaven. Oppgaven sier altsa ingenting om at rekkefglgen pa kulene betyr noe eller ikke,
eller om man kan velge samme smak flere ganger. Elevene ma ta stilling til om for eksempel
jordbzer nederst og sjokolade pa topp er den samme isen som sjokolade nederst og jordbaer
pa topp. Kan hun velge kun vanilje eller ma isen besta av to ulike smaker? Slike premisser/
forutsetninger ma elevene avklare pa forhand, og hvordan elevene definerer oppgaven vil

ogsa pavirke vanskelighetsgraden og svaret pa oppgaven.

Av de ti strategiene listet opp i tabell 1 (2.1.7), sa jeg for meg at elevene ville bruke fglgende
strategier her; se etter mgnster, lag en systematisk tabell og lag en illustrasjon. Jeg forventet
at elevene ville tegne opp de ulike alternativene og systematisere dem i en tabell. Fra tabellen
sa jeg for meg at elevene ville se et mgnster som de brukte for a generalisere problemet. Jeg
forventet ogsa at de ville prgve a gjgre problemet enklere ved a fgrst se pa én smak, sa to
smaker, tre smaker og til slutt fire smaker. Her kunne ogsa bruk av digitale hjelpemidler veere
til hjelp nar de skulle generalisere problemet. Strategien med at elevene gjorde antagelser om
hva svaret kunne bli, for sa a sjekke om resultatet ble riktig, var ogsa en strategi elevene kunne
tenkes a bruke her. Problemet hadde muligheter for utvidelse ved at elevene kunne se pa
hvordan de kunne sette sammen kuleisen om man utvidet til tre kuler, fire kuler osv., eller om
de la til enda flere smaker. Dette apnet opp for a generalisere problemet ved at elevene kunne

se pa mgnster.

Jeg vurderte oppgavens kognitive krav til 38 veere av typen «prosedyrer med forbindelser»
(Stein et al., 2009). Siden elevene kunne finne kombinatorikkformler i laerebgkene sine, 1a nok
ikke denne oppgaven pa det hgyeste kognitive nivaet. Men denne oppgaven krevde en viss
innsats pa det kognitive nivaet ved at elevene selv matte finne de underliggende begrepslige
idéene slik at de kunne jobbe seg gjennom problemene, og pa den maten kunne de komme

videre i approprieringsprosessen (Saljo, 2001).
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3.5.2 Oppgave 9: Fire pafglgende tall
Hville tall oppstar nir du Legaer til 1 til produlketet av five phfplgende tall?

(Masow § Davis, 1991, s. €)

Oppgaven er hentet fra et oppgavesett vi fikk av var faglaerer da jeg tok kurset Arbeidsmater
i matematikk ved UiA. Denne oppgaven hadde en lav inngangsterskel ved at elevene kunne
begynne a utforske spesielle tilfeller av sma tall som var enkle a3 multiplisere. Oppgaven apnet
ogsa opp for utvidelse ved at elevene kunne se pa flere pafglgende tall enn fire, pafglgende
partall/oddetall o.l. Problemet kunne ogsa generaliseres ved at elevene kunne finne en
generell formel for kvadrattallet de ville fa om de startet med det n’te tallet. Dette var derfor

en rik oppgave som jeg forventet ville engasjere elevene.

Av de ti strategiene i Kodingsmanualen (se 2.1.7), forventet jeg at elevene ville begynne med
a lage en systematisk tabell over spesielle tilfeller med lave naturlige tall. Jeg sa for meg at de
ville spesialisere problemet ved a systematisk prgve ut flere eksempler og deretter se etter et
menster. Jeg forventet at elevene ville gjgre problemet sa enkelt som mulig ved a starte med
a se pa lave tall. Dette problemet kan generaliseres, og jeg sa for meg at elevene ville bruke
digitalt verktgy for a finne den generelle formelen for summen nar de startet pa det n’te tallet.
CAS kan her benyttes til & legge inn en generell formel som X-(X+1)(x+2)(x+3)+1, for sa a
ta kvadratroten av polynomet de far, og avgjgre hva svaret forteller dem. Ved a bruke CAS,
unngar de @ miste motet i regneprosessen, men heller fokusere pa resultatene og hva de

forteller dem.

Jeg vurderte ogsa denne oppgavens kognitive krav til & vaere av typen «prosedyrer med
forbindelser» (Stein et al., 2009). Da oppgavens forutsetninger allerede var klare, kunne
elevene ga i gang med a Igse problemet sa fort oppgaven var forstatt og de hadde lagt en plan
for Igsningsarbeidet. De trengte ikke tolke premissene for oppgaven slik som i oppgaven om
kuleis hvor ulike premisser skapte ulike Igsninger. Men denne oppgaven krevde allikevel en
viss innsats pa det kognitive nivaet ved at elevene matte gjenkjenne serier av tall, se
sammenhenger og bruke prosedyrer, og pa den maten kunne de komme videre i

approprieringsprosessen (Saljo, 2001).
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3.5.3 Oppgave 10: Terningkast

Du Rkaster en vanlig terning tre ganger. Hva er sonnsynligheten for at produktet av

resultatet (antall gywne Opp L hvert kast) er et partall?
(Abelleonkurransenz, 1. runde, 2021)

Denne oppgaven hadde jeg brukt med elevgrupper tidligere, og jeg hadde erfaring med at
elevene ble engasjerte og likte a jobbe med denne oppgaven. Jeg gnsket derfor a bruke den
som en del av oppgavesettet i studien min. Heller ikke her trengte elevene a bestemme
premisser for oppgaven da de allerede var lagt. Nar elevene hadde forstatt oppgaven og
begrepet «produkt» var avklart, kunne de begynne a legge en plan for hvordan de ville ga
frem. Denne oppgaven hadde ogsa lav inngangsterskel ved at de fleste elever kjenner til en
vanlig terning og mestrer 3@ multiplisere sma naturlige tall, sa jeg forventet at elevene ikke ville
ha problemer med a komme i gang med spesialiseringen. Oppgaven lot seg ogsa utvide ved at
elevene kunne se pa om flere kast ville endre hva de hadde kommet frem til. Problemet kunne
videre generaliseres ved at elevene kunne finne en generell formel for om resultatet ble
partall eller oddetall ved produktet av x antall partall og y antall oddetall, og derfra utarbeide

en generell regel for hva som avgjorde om produktet ville bli partall.

Her sa jeg for meg at elevene ville bruke erfaringen fra arbeidet med oppgave 9, og starte med
a prgve ut spesielle tilfeller hvor de satt resultatet inn i en systematisk tabell. Deretter ville
det veert naturlig a se etter mgnster, for sa a gjgre en rimelig antagelse om hva svaret ville bli.
Deretter kunne de sjekke ved prgving og feiling om hypotesen kunne vaere riktig. Ogsa her
forventet jeg at elevene ville prgve a generalisere problemet ved hjelp av digitalt verktgy.
Maten de her kan bruke CAS som stgtte til & generalisere, er ved a legge inn 2n-2m-2p (tre
partall), 2m-2n-(2p—-1) (to partall og et oddetall), 2n-(2m-1)-(2p—1) (ett partall og to
oddetall) og til slutt (2n—1)-(2m-1)-(2p—1) (tre oddetall), og analysere resultatene de far.

Ved a bruke et digitalt verktgy, kan de konsentrere seg om resultatene de far, og ikke oppleve

a fa gale resultater grunnet regnefeil.

2 Abelkonkurransen er en konkurranse i matematisk problemlasning for elever i videregaende skole.
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Da alle premisser for oppgaven allerede var lagt, og elevene kun trengte a forsta oppgaven fgr
de gikk i gang med a legge en plan for Igsningen, valgte jeg @ kategorisere ogsa denne

oppgaven under «prosedyrer med forbindelser» (Stein et al., 2009).

3.5.4 Oppgave 12: Fire hus pa rad

Flre hus stir ph vad. Hvert hus skal wales hvitt, rgdt eller gult. PA hwor mange maiter kan

det gj@res hvis nabohus tkire skal ha samme farge?
(Abelkonkurransen, runde 1, 2009)

Oppgaven ble hentet fra fgrste runde i Abelkonkurransen fra 2009, og er en rik oppgave med
lav inngangsterskel og stor takhgyde, altsa en LIST-oppgave. Oppgaven var formulert pa en
slik mate at én begrensning allerede er lagt, to nabohus kunne ikke ha samme farge. Dette
kunne gjgre det enklere for elevene a ga i gang med oppgaven, da de selv ikke trengte 3 lage
alle begrensningene selv fgr de startet. Denne begrensningen kan tas bort fgr elevene blir
presentert for oppgaven om en gnsker & forenkle oppgaven, eventuelt tas bort etter at
elevene har jobbet med den opprinnelige oppgaven for a brukes som en utvidelse av
oppgaven. Uansett ma elevene avgjgre om alle fargene ma brukes pa en gang, eller om kun
to farger kan brukes for a lage kombinasjoner som for eksempel «hvitt, rgdt, hvitt, redt». Dette
var ogsa en kombinatorikkoppgave som kunne Igses pa flere mater, og elevene kunne bruke

flere ulike strategier i arbeidet med oppgaven.

De strategiene jeg sa for meg at elevene ville benytte seg av, var fgrst og fremst at de ville
tenke pa et liknende problem. Gruppa hadde jobbet med kuleis-oppgaven i gkta fgr, og jeg
var spent pa om de ville bruke erfaringen fra den oppgaven i tilnaermingen til dette problemet.
For a bli en god problemligser, bgr elevene erfare a sta i et problem over lengre tid for a trene
opp sin matematiske utholdenhet. Elevene trenger altsa & Igse mange problemer for a
forbedre sin problemlgsningsevne, og ved a lgse problemer som likner pa hverandre, vil
kanskje elevene bedre se nytten av, og innarbeide de ulike strategiene pa en god mate. Ogsa
her var det naturlig at elevene lagde en systematisk tabell, illustrerte problemet, sa etter
menster og forenklet problemet. Dette problemet hadde ogsa gode muligheter for utvidelse,

bade ved a ta bort begrensningen om at to nabohus ikke kan ha samme farge, og ved a utvide
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antall farger og hus. Hva om husene star rundt et tun og ikke pa rekke? Ville det endre antall
muligheter om to nabohus ikke kan ha samme farge? Denne oppgaven hadde mange
muligheter til & gi elevene utfordringer de kunne arbeide med om de raskt Igste den

opprinnelige oppgaven.

Oppgavens kognitive krav vurderes til 3 vaere av typen «prosedyrer med forbindelser» (Stein
et al., 2009) av samme grunn som oppgaven om kuleis, terningkast og fire pafglgende tall.
Oppgaven stilte krav til elevenes kognitive niva ved at elevene selv matte finne de
underliggende begrepslige idéene slik at de kunne jobbe seg gjennom problemene og pa den

maten komme videre i approprieringsprosessen (Saljo, 2001).

3.6 Analyse

3.6.1 Utvelgelse av episoder og sekvenser

| de fleste gktene jeg observerte, jobbet alle fire elevene godt med oppgavene selv om graden
av samarbeid varierte. Den ene eleven var fravaerende under observasjonsgkt seks, sa da var
de bare tre elever som samarbeidet. Det var tydelig at noen av oppgavene motiverte dem mer
enn andre, og at samarbeidet ble bedre etter hvert som gruppa ble mer og mer vant til
arbeidsformen. Etter gkt fire gjennomfgrte elevenes faglaerer en undervisningstime om
problemlgsning i klassen, og det gjorde utslag pa elevenes strategibruk fra og med gkt fem. |
etterkant sa jeg at de fire fgrste gktene ga forholdsvis lite data med tanke pa
forskningsspgrsmalene mine, da disse gktene var preget av at det var én elev som dominerte
og ledet arbeidet, mens de tre andre bare fulgte hennes tanker. Etter hvert som elevene ble
mer vant til bade meg og arbeidsformen, sa deltok alle elevene mer og mer, og i de siste
arbeidsgktene var alle fire elevene aktive i problemlgsningsarbeidet. Jeg valgte derfor a
transkribere de oppgavene som var mest aktuelle med tanke pa & besvare
forskningsspgrsmalene mine, og endte av den grunn opp med a transkribere elevenes arbeid
med seks av oppgavene i sin helhet. Dette fgrte da til at jeg forkastet, av ulike grunner,
opptaket av elevenes arbeid med de resterende seks oppgavene. Jeg endte opp med a
analysere fire av de seks episodene jeg transkriberte, da de to transkriberte episodene jeg

forkastet ikke tilfgrte mye nytt til analysen.
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Jeg transkriberte elevenes arbeid med oppgavene 4, 8, 9, 10, 11 og 12. Dette var alle oppgaver
som motiverte elevene, og de jobbet motivert som gruppe over en viss tid for a Igse disse
problemene. Dette arbeidet inneholdt ogsa data som jeg var pa utkikk etter med tanke pa
studien min. Jeg vurderte det til at disse seks episodene inneholdt nok data for & besvare
forskningsspgrsmalene mine. Med begrepet episode mener jeg den sammenhengende tiden
gruppa brukte pa a jobbe med én oppgave (Wells, 1999, s. 236-237). Av de seks episodene
valgte jeg @ se naermere pa elevenes arbeid med oppgave 8 (kuleis), oppgave 9 (fire
pafglgende tall), oppgave 10 (terningkast) og oppgave 12 (fire hus pa rad) da disse inneholdt
mye relevant og ulik data. Jeg lyttet derfor gjennom disse episodene pa nytt, og justerte
transkripsjonen etter transkripsjonsngkkelen (se vedlegg 6) jeg lagde til formalet. Jeg valgte a
transkribere elevenes ytringer, altsa uttalelser som de kom med under episodene, ordrett og
pa bokmal av hensyn til deres anonymitet og transkripsjonens lesbarhet. Da jeg gjorde meg
notater under observasjonene, la jeg ogsa til slike observasjoner som om elevene var ivrige,
slitne o.l. underveis. Disse har jeg skrevet i parentes i transkripsjonen. Ganske ofte oppsto det
lange pauser mens elevene tenkte, og disse markerte jeg med (...). Om eleven tok en liten
tenkepause under ytringen er dette merket med (..). Om elevene lo mens de snakket, har jeg
synliggjort det pa fglgende mate med to stjerner, for eksempel *Vi er jammen smarte*. Ofte
begynte en i gruppa a snakke mens en annen var midt i en setning, og den nye ytringen

markerte jeg med =.

3.6.2 Analytisk tilneerming

A kommunisere er en sosial aktivitet. For & kunne ha en dialog, er de involverte avhengig av
hverandre. Ord og setninger som blir ytret i en samtale, danner grunnlaget for nye ytringer.
De involverte er avhengige av en felles forstaelse for det som blir kommunisert i samtalen, og

fra disse forutsetningene skapes nye meninger og ytringer (Bjuland, 2002).

For a analysere datamaterialet fra gruppas arbeid med problemlgsning, hadde jeg en dialogisk
tilneerming til datamaterialet (Linell, 1998). Det vil si at jeg sa pa elevenes ytringer som
elementer i en felles dialog som de bygde opp sammen. Det empiriske materialet tar derfor
utgangspunkt i elevgruppas dialoger, noe som er i trad med oppgavens sosiokulturelle syn pa
leering og utvikling, der lzering og utvikling nettopp skjer i samhandling med andre gjennom

bruk av kulturelle og medierende verktgy (Saljo, 2001).
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Slektskapet mellom tenking og kommunikasjon fremheves i et sosiokulturelt perspektiv,
samtidig som det ogsa fremheves at tenking og spraklig kommunikasjon ikke kan sidestilles
med hverandre (Saljo, 2001). Da det ikke er mulig a fa oversikt over andres tanker, er tenking
individuelt, mens den spraklige kommunikasjonen er noe vi kan observere og senere
analysere. Det er viktig at vi skiller mellom det en person sier og tenker, da det ikke alltid
stemmer overens. Vi kan derfor ikke bruke en persons utsagn til a identifisere personens
tanker (Saljo, 2001). Det en person sier, vil ut fra et sosiokulturelt laeringssyn bli sett pa som
en sosial handling som ogsa er avhengig av kontekst. Dette ma tas til fglge nar en tar en
dialogisk tilneerming til datamaterialet (Linell, 2007). «(...) meanings are always made (or at
least completed) in contexts, and abstracted linguistic resources are designed to be used in
and adapted to contexts. Aspects of meaning potentials cue or prompt situated meanings; the

relative stability pertains to regularities in cueing» (Linell, 2007, s. 612).

| en samtale bygger hver ny ytring pa tidligere ytringer, og de blir uttrykt med tanke pa
fremtidige ytringer (Bjuland, 2002; Saljo, 2001). Nar man skal gjgre en dialogisk tilnaserming til
datamaterialet, kan man ifglge Wells (1999) gjgre dette gjennom tre faser (gjengitt i Bjuland,
2002). | den fgrste fasen kan man dele episodene inn i forskjellige sekvenser etter ulike
temaer. | den andre fasen deler man igjen opp sekvensene i mindre fragmenter som
inneholder monitorerende ytringer med tilhgrende respons. Til slutt deler man opp
fragmentene i ytringer. Slik kan vi dele inn samtalen systematisk, og samtidig ivareta
sammenhengen som hver av ytringene er preget av. Om en deler inn samtalen slik, vil man
sitte igjen med mindre byggesteiner som en senere kan analysere og slik identifisere de

forskjellige strategiene smagruppa bruker (Bjuland, 2007).

3.6.3 Analyseprosessen

Det var altsa dialogene i smagruppa, intervjuene og inskripsjonene i elevenes Notebook som
var utgangspunktet for det empiriske materialet mitt, og jeg skulle pa bakgrunn av dette
materialet besvare de tre forskningsspgrsmalene mine. Det f@grste spgrsmalet spgr om hvilke
problemlgsningsstrategier som kunne identifiseres i dialogen blant elevene i smagruppa nar
de samarbeider om & Igse problemlgsningsoppgaver. For a besvare det andre

forskningsspgrsmalet, sa jeg etter hva som karakteriserte gruppas problemlgsningsprosess,
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og i det siste spgrsmalet skulle jeg svare pa hvilken rolle medierende verktgy spilte for
elevenes mulighet for a appropriere matematiske begreper og idéer i problemlgsnings-
prosessen. For 3 besvare disse tre spgrsmalene, valgte jeg a ta utgangspunkt i det empiriske
materialet fra elevenes arbeid med fire ulike problemer i sin helhet, og analysere elevenes

strategibruk, samarbeid og bruk av medierende verktgy i disse fire episodene.

De fire episodene jeg valgte a presentere i studien min, fant alle sted i Igpet av de to siste
gktene jeg observerte elevene, altsa gkt 6 og 7. Da hadde elevene allerede blitt vant til 3 jobbe
utforskende og de virket trygge pa bade hverandre, pa meg, og pa maten a jobbe med et
problem pa. Dialogen i smagruppen virket a veere uanstrengt, og alle de fire elevene deltok
aktivt i problemlgsningsprosessen. Jeg valgte ogsa a presentere oppgavene i kronologisk
rekkefglge da elevene tok oppdagelser de gjorde i arbeidet med tidligere oppgaver med seg i
det videre arbeidet med neste problem. Jeg presenterer data som senere brukes til 8 besvare
det fgrste forskningsspgrsmalet under kapittel 4.1. Dette kapitlet er delt inn i fire
underkapitler, ett til hver episode, hvor jeg trekker frem strategier elevene brukte i arbeidet
med hver av de fire oppgavene. | alle de fire episodene blir flere av de ti strategiene i
Kodingsmanualen (se tabell 1i 2.1.7) brukt, og jeg har under hvert delkapittel gatt neermere

inn pa de aktuelle strategiene elevene bevisst brukte i problemlgsningsarbeidet.

Datamaterialet som brukes for & besvare det andre forskningsspgrsmalet mitt, presenteres i
kapittel 4.2. Ogsa her deler jeg inn i fire underkapitler, hvor jeg bruker Polyas (1957) fire steg
som overskrifter for sa a se pa hva som karakteriserer elevenes samarbeid under hver av disse
stegene. Dette gjorde jeg fordi Polya sine tanker rundt problemlgsning i matematikk var viktig
i mitt teoretiske rammeverk. Ogsa de to andre problemlgsningsmodellene jeg har presentert

tidligere, Borgersens (1994) syv trinn og Mason med kollegaers (2010) tre faser, ble brukt her.

Jeg presenterer datamaterialet jeg bruker for & besvare forskningsspgrsmal tre, om hvilken
rolle medierende verktgy spiller for elevenes muligheter for & appropriere matematiske
begreper og idéer i problemlgsningsprosessen, i kapittel 4.3. Her tar jeg i hovedsak for meg
elevenes bruk av inskripsjoner, og hvordan disse blir medierende verktgy for elevene og gir
dem muligheter for a8 appropriere matematiske begreper og idéer. Inskripsjoner kan, som
nevnt i kapittel 2.2.3, sees pa som skriftlige tegninger og modeller som elevene konstruerer

mens de jobber med et problem (Carlsen, 2009), og det var slik jeg brukte begrepet i min
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studie. Ved a bruke inskripsjoner som medierende verktgy kan elevene lettere forsta
problemet, og det kan fgre direkte til I@sning og bevis i noen tilfeller (Arcavi, 2003). | tillegg

ser jeg pa hvordan elevene bruker spraket og hverandre som medierende verktgy.

Jeg endte opp med a transkribere de fire utvalgte episodene i tabeller med ytringsnummer,
fiktivt navn pa eleven som snakket, ytringen og en kolonne for kommentarer. | tillegg la jeg til
en kolonne til hgyre hvor jeg i fgrste gjennomlesning skrev inn strategier som ble brukt under
problemlgsningsarbeidet, i andre gjennomlesning noterte jeg hva som kjennetegnet gruppas
problemlgsningsprosess i de fire fasene, og ved siste gjennomlesning noterte jeg elevenes
bruk av medierende verktgy. Slik fikk jeg tre ulike transkripsjoner som hver for seg ble brukt
til 3 besvare forskningsspgrsmalene mine. | kapitlet hvor jeg presenterer resultatene, kapittel

4, har jeg kun brukt ytringsnummer, elevnavn, ytringen og eventuelle kommentarer. Under

ser vi et eksempel pa hvordan dette kunne se ut:

4 | [ ()
(12 | Anne | 'Ok, har vi skjgnt oppgaven? Altsa hvor mange kombinasjoner/ olia steg

| 6 | I kor Jal D= - |

7 Cecilie | Er det ikke da man skal ta 4*3*2 >4

[ TOU/A

| 8 Anne | = Ja, jeg skulle til 3 si det! | s
[ TN A 4 - -

9 BE“IE 1 Eller sa kan vi bare te tegne |sen? _|s3 sk€g 2

S4

10 | Anne | Vikan gjgre begge deler da og se om vi far samme svar. s
[ 11 | Bente | Er det na vi setter sann b ) sann utropstegn? ik | [ ¥

12 | Cecilie | Hae? "
13 | Bente | Nar du skal regne pa kalkulator. Er det fire-utropstegn? Eller
hvordan det er? - —= ; I
S10

X|14 | Cecilie ' Vi prover pa kalkulator( ]7 jeg fikk 24 I i

15 [Anne |g#3* 2*1 blir 24. Da stemmer det. A o4
116 CCC'l"? N3 klarte vi denne fordi vi kunne sannsynhghet = S o
[z i[> | (alle ler) » s - |
7\‘;71_3 Bente | Men vi kan jo tegne og lage kombmaSJoner _ |s2s3
19 | kar Ia ia ial

Figur 4: Eksempel fra transkripsjonen av elevenes arbeid med Kuleis-oppgaven

3.7 Forskningsetiske vurderinger

Jeg sendte som sagt inn sgknad til NSD (Norsk senter for forskningsdata) om tillatelse til a
samle inn data til mitt forskningsprosjekt, og denne ble godkjent fgr innsamlingen startet (se
vedlegg 1). Jeg formulerte ogsd et informasjonsskriv med samtykkeskjema til elevene
(Bryman, 2012). Her informerte jeg om hva jeg skulle bruke datamaterialet til, og hvilke
forskningssp@grsmal jeg gnsket a besvare. | tillegg kom det tydelig frem hvilke rettigheter de
har som frivillige deltagere og at de kunne velge a slutte i observasjonsgruppen uten forklaring

og konsekvenser om de matte gnske det (Bryman, 2012). Alle elevene var over 17 ar, sa de
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kunne skrive under pa egne vegne, noe de alle valgte a gjgre (se vedlegg 4). Jeg har brukt
fiktive navn pa de fire elevene, og personopplysninger kommer ikke pa noe tidspunkt frem.
Alle data er kryptert og lagret i sikker sone, og alle lydopptak vil bli slettet ved prosjektslutt. |

tillegg har jeg som laerer og forsker taushetsplikt (Bryman, 2012).

3.8 Metodiske betraktninger

For a sikre kvaliteten i studien, er det ngdvendig for meg som forsker @ vaere bevisst pa
studiens reliabilitet og validitet. Disse to begrepene er ofte knyttet til en kvantitativ
tilneerming, mens i en kvalitativ tilneerming brukes oftere begrepene troverdighet og
palitelighet. | metodelitteraturen hadde disse begrepene et stgrre skille fgr, men na flyter de
litt mer inn under hverandre. Validitet i kvalitative studier setter sgkelyset pa i hvilken grad
fremgangsmatene forskeren bruker og de funnene han gjgr, reflekterer studiens formal og
virkeligheten av fenomenet som undersgkes (Bryman, 2012). Validiteten til studien er blant
annet knyttet til overfgrbarhet, og i hvilken grad forskningsfunnene kan generaliseres til en
gruppe som forskeren ikke har utforsket i sin helhet (Postholm & Jacobsen, 2016). For a kunne
argumentere for at resultatene fra studien bidrar til mer kunnskap og innsikt, er det viktig at
funnene forskeren gjgr blir forankret i tidligere empiriske studier og teorier. Reliabilitet og
palitelighet er synonymer, og begrepet knyttes til ngyaktigheten av de innsamlede dataene,

hvordan de er samlet inn og hvordan de er analysert i etterkant (Bryman, 2012).

| denne studien var jeg alene som forsker, og jeg observerte fire, for meg ukjente, elever
utenfor klasserommet mens resten av klassen deres hadde undervisning. Det var bade
fordeler og ulemper ved en slik form pa datainnsamlingen. For elevene var dette en unaturlig
situasjon, de ble observert av en ukjent voksen mens de jobbet pa en, for dem, uvant
arbeidsmate. | tillegg skulle de samarbeide over lengre tid mens jeg gjorde lydopptak av
samtalene deres. Jeg var i utgangspunktet ikke deltagende i problemlgsningsprosessen til
elevene, men jeg kom med sma hint i form av et spgrsmal i de situasjonene hvor elevene var
helt fastlast. Dette valgte jeg a gjgre for at elevene ikke skulle miste motivasjonen og avslutte
arbeidet fgr de hadde Igst problemet. Denne typen observasjon pavirket derfor elevene til en
viss grad, men ikke sd mye som om jeg skulle vaert en deltagende part. En forskers pavirkning
pa forskningssubjektene kalles i litteraturen for Hawthorne-effekt (Bryman, 2016). Denne

effekten prgvde jeg & minimere ved at elevene skulle forsgke a lgse oppgavene uten min
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innblanding. Jeg kan likevel fastsla at jeg nok har pavirket elevenes problemlgsningsprosess i
noen grad. Jeg valgte dessuten a veere til stede under elevenes arbeid da det ga meg en bedre
innsikt i de sosiale interaksjonene enn om jeg kun hadde brukt lydopptak. Pa denne maten var
jeg bevisst pa studiens reliabilitet og validitet, og innhentet palitelige og ngyaktige empiriske

data som jeg senere kunne bruke til & besvare de tre forskningsspgrsmalene mine.

Jeg brukte semistrukturert (gruppe)intervju bade fgr og etter de syv observasjonsgktene. Ved
en slik intervjuform far elevene svare fritt pa spgrsmalene jeg hadde forberedt, og de kunne
utdype svarene sine om de gnsket det. Allikevel er det kvalitative forskningsintervjuet en
samtale med et asymmetrisk maktforhold. Jeg var laerer ved skolen disse fire elevene gikk p3,
jeg satt med en kompetanse om problemlgsning de ngdvendigvis ikke hadde, jeg hadde
bestemt spgrsmalene som jeg stilte i min bestemte rekkefglge, og jeg valgte ut hvilke utsagn
som ble fulgt opp. | tillegg var det jeg som bestemte nar intervjuet var over. Jeg brukte
lydopptak og feltnotater under observasjonen av de syv arbeidsgktene, og det gjorde studien
mer reliabel enn om jeg kun observerte. Muligheten for at jeg har feiltolket det elevene har
sagt er til stede. Da transkripsjonen ble tolket og analysert opp mot teorien jeg valgte ut, har
mine tolkninger betydning for drgftingen i kapittel 5 hvor jeg diskuterer resultatene. Min
tolkning var farget av mine erfaringer og min kompetanse, som fikk som konsekvens at
diskusjonen ble preget av dette da jeg tolket elevenes arbeid og bidrag. Da jeg ikke hadde

kjennskap til noen av de fire elevene pa forhand, ble eventuell forutinntatthet redusert.

Jeg valgte ut sekvenser fra de fire episodene som kunne besvare de tre forskningsspgrsmalene
mine, og disse ble da tatt ut av sin opprinnelige sammenheng. Dette kan ha som risiko at
ytringer kan bli feiltolket. Studiens omfang gj@r at jeg matte velge ut utdrag fra samtalene
mellom elevene, og kunne ikke gjengi episodene i sin helhet. Min tilstedeveerelse i gruppa,
egne erfaringene med a transkribere observasjoner og intervjuer, samt innsikt som laerer pa
aktuelt trinn og matematikkemne, gjgr likevel at jeg hevder at tolkningene mine er

sannsynliggjort som sa velfunderte som mulig, noe som styrker studiens validitet.

Dette var en case-studie hvor jeg gikk i dybden pa fire elevers arbeid over syv gkter. Da dette
var en liten studie kan ikke mine funn generaliseres, men de er allikevel et viktig bidrag og kan

veere en stgtte for den vitenskapelige utviklingen.
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4 Resultater

Analysedelen er bygd opp ved at jeg i kapittel 4.1 presenterer de ulike strategiene elevene
brukte i problemlgsningsarbeidet sitt. Her deler jeg inn i fire underkapitler hvor jeg tar for meg
strategiene som jeg identifiserte i smagruppedialogene under elevenes arbeid med hvert av
de fire problemene jeg valgte a bruke i analysen min. Disse resultatene brukte jeg senere til 3
besvare det fgrste forskningsspgrsmalet mitt, «Hvilke problemlgsningsstrategier kan
identifiseres i dialogen blant elevene i en smagruppe nar de samarbeider om 3 Igse
problemlgsningsoppgaver?». | kapittel 4.2 tar jeg for meg hva som kjennetegner gruppas
problemlgsningsprosess. Her ser jeg spesielt pa hvordan smagruppa jobbet med hvert av
Polyas (1957) fire steg; forsta problemet, lag en plan, utfgr planen og se tilbake, og dette er
ogsa overskriften for hvert av de fire underkapitlene i dette kapitlet. Her var det ogsa relevant
a trekke inn modellene til Borgersen (1994) og Mason med kollegaer (2010). Disse resultatene
brukte jeg senere til & besvare mitt andre forskningsspgrsmal, «Hva karakteriserer gruppas
problemlgsningsprosess?». | kapittel 4.3 presenterer jeg resultater fra observasjonen som jeg
brukte til &3 besvare mitt tredje forskningsspgrsmal, som spurte hvilken rolle medierende
verktgy spilte for elevenes muligheter for & appropriere matematiske begreper og idéer i
problemlgsningsprosessen. Da de fire episodene gikk over en viss tid, velger jeg a presentere

utvalgte sekvenser fra de fire ulike episodene her i oppgaven.

4.1 Problemlgsningsstrategier jeg identifiserte nar elevene arbeidet i smagruppa

| dette kapitlet presenteres strategiene jeg identifiserte i elevenes problemlgsningsarbeid i
smagruppa. | hver episode sa jeg etter de ti strategiene presentert i kodingsmanualen (se
2.1.7), og jeg kodet dem som S1, S2, ..., S10 i transkripsjonene, hvor S1 star for strategi 1 (se
etter mgnster), S2 henviser til strategi 2 (lag en systematisk tabell) og sa videre. Dette gjorde
jeg for hver episode, og jeg samlet resultatene i en tabell. Det synliggjorde hvilke strategier
elevene brukte hyppigst, og om det var noen strategier som ikke ble brukt. | delkapitlene
under vil jeg altsa identifisere hvilke av de ti strategiene jeg observerte at elevene brukte, og
jeg vil gjgre det ved a presentere aktuelle sekvenser fra samtalen imellom elevene mens de
jobbet i smagruppa. Jeg vil sette ytringsnummeret i parentes nar jeg henviser til noe som skjer

i dialogen mellom elevene.
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4.1.1 Strategier brukt i arbeidet med oppgave 8: Kuleis

Hawne skal kjgpe kulels og kan velge mellom five uliike smaker. Hun Vil ha to iskuler.
a. Hvor mange mdter Ran hun velge Lsem sin ph?
b. Hva om det er fleve smaker & veloe mellom?

(Wage § Nosratl, 2018, s. 107).

| arbeidet med denne oppgaven jobbet elevene sammenhengende i 45 minutter, og de jobbet
mesteparten av tiden uten innblanding fra meg. Jeg brgt inn med hint ved et par anledninger
da jeg merket at de satt fast, eller da de ville avslutte oppgaven fordi de trodde den var ferdig
Igst. De jobbet med a lgse det opprinnelige problemet i cirka 25 minutter fgr de begynte a
utvide problemet og se etter en generell formel. Det er verd 3 merke seg at elevene tidlig
bestemte seg for en gal Igsning pa problemet, nemlig at svaret skulle bli 24. De brukte mye tid
pa a prgve ut ulike mater de matematisk kunne komme fram til dette svaret, noe som fikk

dem til 3 forkaste den riktige Igsningen da den dukket opp i f@rste del av episoden.

Tabell 3: Oversikt over strategibruk i arbeidet med oppgave 8.

Heuristiske metoder Nevnt antall | Heuristiske metoder Nevnt antall
ganger ganger

1. Se etter mgnster 2 6. Jobb baklengs 3

2. Lag en systematisk tabell 3 7. Tenk pa et liknende 0
problem

3. Lag enillustrasjon 4 8. Gjgr problemet enklere 2

4. Prgv og feil 6 9. Se problemet fra en 1
annen side

5. Lgs deler av problemet 2 10. Bruk digitale 1
hjelpemidler

| Igpet av episoden var de tre elevene (Dina var fravaerende) innom ni av de ti strategiene fra
kodingsmanualen. Det var kun strategi nummer 7, tenk pa et liknende problem, de ikke

brukte. Den strategien elevene brukte mest var a prgve og feile, altsa a fgrst gjgre en rimelig
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antagelse om hva svaret kunne vaere, for sa a sjekke om resultatet ble riktig. Det kan vi se flere

eksempler pa i transkripsjonen under (se transkripsjonsngkkel i vedlegg 6).

Utdrag 1 Prpve og feile

5 Anne Ok, har vi skjgnt oppgaven? Altsa hvor mange kombinasjoner
6 | kor =Jal
7 Cecilie  Er det ikke da man skal ta 4-3-2
8 Anne = Ja, jeg skulle til 3 si det!
9 Bente Eller sa kan vi bare tegne isen?
10 Anne Vi kan gjgre begge deler da, og se om vi far samme svar.
(...)
18 Bente Men vi kan jo tegne og lage kombinasjoner.
(...)
23 Anne Ok, vi lager en figur pa hvorfor det er 4.

Elevene konkluderte raskt med at de hadde skjgnt oppgaven (5 og 6), og gar sa videre fra
Polyas (1957) steg 1 til steg 3, Igs problemet. Uten a verken ha lagd en tegning av de ulike
kombinasjonene eller skrevet dem opp, bestemte de seg raskt for at svaret var 4-3-2-1, et
svar som altsa ikke var riktig. Bade Cecilie og Anne er enige om dette (7 og 8). Dette regnet de
ogsa ut ved hjelp av kalkulator ved a sjekke at 4! ble 24. Med «den riktige» l@sningen klar, ville
Anne sa lage en tegning for 3@ vise at antall kombinasjoner stemte med 4! (23). Fra
illustrasjonene de lager, ser de etter mgnster og lager tabell, som er strategi 1 og 2. Strategi
3, lag en illustrasjon, ble ogsa nevnt og brukt flere ganger i denne fgrste delen av elevenes
arbeid. | dialogen over, foreslar ulike elever tre ganger a tegne problemet (9, 18 og 23), noe
de til slutt gjgr. | figur 5 ser vi et eksempel pa at elevene bruker en inskripsjon som medierende

verktg@y. Dette vil analyseres mer i detalj i kapittel 4.3.
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Figur 5: Fra Bente sin Notebook
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Elevene lagde premisser for oppgaven underveis, og de var allerede godt i gang med a prgve
a lpse oppgaven fgr de ble enige om det fgrste premisset, nemlig at isen kunne besta av to
like kuler (uordnet/ordnet utvalg med tilbakelegging).

Utdrag 2 Tilbakelegging

25 Cecilie  Men kan hun ha to med sjokolade?
26 Bente Selvfglgelig kan ho det! Sa S+S.

Her ser vi at Cecilie stiller spgrsmal om isen kan besta av to like kuler (25), noe Bente bekrefter
at den kan (26). Dermed var det fgrste premisset lagt. Etter et hint fra meg et par minutter
senere, bestemte de at ogsa rekkefglgen pa iskulene skulle ha noe a si. Dette gjorde at de etter
hvert fant to Igsninger, én for nar rekkefglgen pa kulene ikke var av betydning (uordnet utvalg
med tilbakelegging), og én Igsning for nar rekkefglgen pa kulene hadde noe a si (ordnet utvalg
med tilbakelegging). De ble ogsa bevisste pa at de hadde Igst problemet uten tanke pa at det
fantes to ulike mater a Igse det pa, og ytret derfor at det var behov for a lage en plan for videre

Igsningsarbeid. Dette ser vi i dialogen under.

Utdrag 3 Lage en plan

30 Anne Og pa den siste er det CE+CE. Da kan vi jo (..) da blir det 4+3+2+1. Det blir jo
107?

31 (de ler)

32 Anne Ja, er det sann? Har vi lgst oppgaven da?

33 Lerer  Dere foreslo jo 4! som blir 24, men her far dere 10. Er det forskjell pa om for
eksempel sjokolade og vanilje er pa topp eller bunn? Eller er det samme is?

34 Anne A&ajal Det vi har funnet ut gjelder om ikke det er forskjellig med topp og
bunn! Vi ma lage en plan! Det er ggy!

35 Bente S& det vi har funnet er hvis det ikke har noe & si? Blir ikke det riktig?

Her ser vi at elevene, etter 3 ha tegnet opp de ulike kombinasjonene (se kapittel 4.3 for
inskripsjoner) for uordnet utvalg med tilbakelegging, kommer frem til at det fins ti ulike
kombinasjoner, noe Anne utrykker litt spgrrende (30). De begynner a le (31) siden de egentlig
gnsket & vise hypotesen sin, at det var 4!, altsa 24 ulike kombinasjoner. Derfor valgte jeg a
bryte inn med et monitorerende spgrsmal for a fa dem til a8 tenke over hvorfor de her fikk ti
kombinasjoner (33). Da utbryter Anne at de na har funnet Igsningen for nar rekkefglgen ikke

har noe 3 si, og at de ma lage en plan for videre Igsningsarbeid (34).
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Mens elevene tegner i boka si, oppdager de at svaret ikke blir 24 nar rekkefglgen spiller en
rolle, men 16. De velger allikevel a holde fast pa at svaret skal bli 24, og velger strategi 6, jobb
baklengs, for a vise dette. De starter med 24, og prgver tallene de har. Dialogen under viser

dette.

Utdrag 4 Jobb baklengs

48 Bente Vi har syv alternativer. Hvordan far vi 24?
49 Anne Det lurte jeg ogsa pa!
50 Bente Hvis du har fire komboer der (..)
51 Cecilie  Skal vi plusse da og ikke gange?
52 Anne Hvis vi ganger den med den (..) det er fire muligheter med sjokolade, det er
fire muligheter med hver smak.
53 Bente Kan vi lage en tabell sammen som kan hjelpe oss?
54 (de prover a tegne opp en tabell i boka si)
e—

Figur 6: Fra Cecilie sin Notebook

| dialogen over ser vi elevenes ulike strategier for a finne den Igsningen de tror er riktig, altsa
24 kombinasjoner. De starter med 24, og jobber med tallene de har for a se hvordan de kan
fa svaret de @nsker. Bente uttrykker dette ved a si at de har syv alternativer, og spgr sa
hvordan de kan fa 24 (48). Da benytter de seg av strategi 6, jobb baklengs. Elevene virker
forvirret rundt hvilken regneoperasjon som kan anvendes her. Flere ganger spgr elevene seg
selv og hverandre om de skal plusse eller gange, noe Cecilie igjen spgr om i denne dialogen
(51). Anne foreslar da at de skal gange de fire mulighetene som fins for hver smak med noe

hun ikke sier, bare uttrykker som «den» (52). Her peker hun nok pa noe i Notebook’en sin,
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men blir avbrutt av Bente som foreslar at de skal lage en tabell som kan hjelpe dem a finne

Igsningen (53), og elevene fortsetter a tegne opp alternativer i bgkene sine.

Det er interessant at de forkaster den riktige lgsningen pa 16 kombinasjoner de har funnet
ved a lage eniillustrasjon, se figur 6 og figur 7, og holder fast pa 4!. Som vi ser av de tre figurene
i elevenes inskripsjoner, har elevene prgvd a lage illustrasjoner som kan hjelpe dem 3a

visualisere problemet, og vi ser ogsa forsgk pa a lage en tabell.
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Figur 7: Fra Anne sin Notebook

| figur 5, figur 6 og figur 7 ser vi at elevene har visualisert alle de tre Igsningene de har veaert
innom til na, bade 24, 16 og ti mulige kombinasjoner. De har enna ikke klart a vise hvordan
det kan bli 24 kombinasjoner, naturlig nok, da det ikke er en Igsning pa dette problemet. De
to andre Igsningene har de vist med bade illustrasjon og regning. Elevene har ikke veert innom
begrepene ordnet/uordnet utvalg, men har brukt uttrykk som «rekkefglgen har noe a si»/

«rekkefglgen har ikke noe a si».

Under arbeidet med a tegne opp antall kombinasjoner i boka si, foreslar Bente a bruke strategi
5, Igse deler av problemet. Elevene ser kun pa hvor mange kombinasjoner de far nar den ene
kula skal vaere sjokolade. Det kan veere et forsgk pa a dele problemet inn i flere delproblemer,

for sa a Igse disse ett etter ett, og sa finne Igsningen pa det opprinnelige problemet.
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Utdrag 5 (inneholder utdrag 2) Lgse deler av problemet

24 Bente Hvis vi begynner med sjokolade: S+V, S+J og S+CE. Blir ikke det riktig?
25 Cecilie  Men kan hun ha to med sjokolade?

26 Bente  Selvfglgelig kan ho det! S8 S+S.

27 Anne Ok, s& da har vi tatt sjokolade.

36 Anne Hvis vi ser pa topp og bunn da (..) hvis du har sjokolade, sa kan du ha
37 Bente ~ Da kan du ha alle de gange to (..) Nei, ikke den nederste.

38 Cecilie  Neil! Sjokolade — sjokolade har ikke noe 3 si.

39 Bente  S3 da er det syv med sjokolade, blir ikke det riktig?

Her ser vi at Bente ramser opp kombinasjonene som kan gjgres med sjokolade (24 og 26).
Etter et par minutter bestemmer de seg ogsa for at rekkefglgen kan ha noe a si, sa da blir de
enige om at det er syv kombinasjoner som inneholder sjokolade (39). Alle de tre elevene bidrar
i dialogen. Na har de Igst én del av problemet, og fortsetter med kombinasjonene uten
sjokolade. De tegner da opp hvor mange kombinasjoner det kan lages med de andre smakene
nar sjokolade «var brukt». De bruker fortsatt strategi 5, og Igser deler av problemet hver for
seg, selvom de ikke legger Igsningen pa hver del sammen til slutt. Det kan veaere fordi de er pa

jakt etter noe som skal bli 24.

Utdrag 6 Lgser deler av problemet videre

39 Bente  S3 da er det syv med sjokolade, blir ikke det riktig?

40 (De andre sier seg enige)

41 Anne S& blir det fem (..) sa blir det tre (..) og den siste blir bare en.

42 (de tegner de ulike kombinasjonene i stillhet en stund)

(...)

55 Anne N3 tegner jeg opp alle kombinasjonene med sjokolade, s& vanilje (..) Det er i
grunnen det vi gjorde i stad, men na er det i en tabell.

56 Bente Men kan vi se pa det vi gjorde i stad?

57 Anne Kan vi se etter et mgnster? Jeg tror det har noe med fire ogsa tre ogsa to ogsa
en a gjgre.

| figur 5 ser vi at Bente har, ved a lage en systematisk tabell, funnet ut at det er syv
kombinasjoner som alle inneholder sjokolade (39). Anne fortsetter med a legge frem sitt
resultat for kombinasjoner som videre inneholder de tre andre smakene (41). Na har de
tallene 7, 5, 3 og 1. Dette er Igsningen pa hvert delproblem, men de velger ikke a legge disse

tallene sammen. Na foreslar Bente at de skal ta noen steg tilbake (56), og se pa hva de gjorde
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tidligere. Viser idialogen at de bruker riktig strategi, selv om Anne pa slutten av dette utdraget
tar frem fire, tre, to og en igjen pa leting etter mgnster (57). Dette kan tolkes som at hun
gnsker at de skal tilneerme seg problemet fra en annen vinkel, altsa bruke strategi 9, se

problemet fra en annen side.

I neste utdrag kan vi se at elevene tar i bruk strategi 8, a forenkle problemet. Dette gjgr de ved

at de kun skal se pa antall kombinasjoner med to smaker.

Utdrag 7 Forenkle problemet

59 Anne Hva er logisk hvis du har fire smaker?

60 (...)

61 Anne Hva er logisk hvis du har to smaker? Hvor mange muligheter har du da?

62 (...)

63 Bente Da har du tre (..) Sjokolade med sjokolade, vanilje med sjokolade og sjokolade

med vanilje (..) Det er tre!

Anne stiller fgrst spgrsmalet om hva som er det logiske svaret om en har fire smaker (59). Da
ingen kommer med noe svar etter en tenkepause, sa stiller hun spgrsmalet pa nytt, men na
om det er kun to smaker (61). Etter en stund svarer Bente at da er det tre kombinasjoner med
sjokolade (63). Her forenkler de problemet ved a redusere antall smaker. Selv om de litt
tidligere i samtalen hadde funnet riktig antall kombinasjoner med fire smaker, er de fortsatt

pa jakt etter hvordan de kan fa 24 kombinasjoner, en Igsning som altsa ikke er riktig.

Da elevene hadde arbeidet 15 minutter med problemet, foreslar Anne at de ma stoppe opp
og lese problemet en gang til. De blir ogsa enige om at de bgr se pa hva de har tegnet i bgkene
sine, og telle kombinasjonene pa nytt. Det skal vise seg a vaere en god strategi, altsa a se
problemet fra en annen side, for som vi ser i dialogen under, fgrer dette til at elevene endelig

klarer a konkludere.

Utdrag 8 Se problemet fra en annen side

79 Anne Kanskje vi skal lese oppgaven en gang til?

80 (de leser i stillhet)

81 Bente Kan det ha noe med at det ikke er fire kuler, men fire smaker? 4+3 er syv (..)
+2 erni(..) +1 er ti.

82 Anne Det er hvis topp og bunn ikke har noe & si. Det er kun hvis det er smakene
som gjelder.

83 Cecilie  Men tell de kombinasjonene du har tegnet opp i boka. Hvor mange blir det?

84 Bente Fire, s& tre (..) det blir ti.

85 (de blir litt forvirret fordi de har tegnet litt rotete)
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86 Bente Det blir ti kombinasjoner da!

87 Anne Da stemmer det vi gjorde i stad nar topp og bunn hadde noe 3 si, for da fikk vi
syv, fem, tre og en. Da far vi 16. Det hgres jo rimelig ut det?
88 Bente )3, hvis rekkefglgen har noe & si!

Gruppa bestemte seg raskt for at svaret pa oppgaven skulle veere 24. Da de hadde forsgkt i
over et kvarter a finne en mate a fa dette svaret pa, foreslar Anne at de skal lese oppgaven pa
nytt (79). De gar tilbake til steg 1 i Polyas (1957) problemlgsningsmodell. Cecilie foreslar at de
skal telle kombinasjonene de har tegnet i bgkene sine (83), og Bente teller opp ti
kombinasjoner (81). Anne papeker at det er nar rekkefglgen ikke har noe a si (82). Nar de i
ytring 86 konkluderer med at det er ti kombinasjoner ved det som matematisk kalles uordnet
utvalg med tilbakelegging, ser Anne at de kombinasjonene de har tegnet for hver smak, ma gi
svaret for nar rekkefglgen har noe a si (87). De konkluderer sammen at ved det som
matematisk kalles ordnet utvalg med tilbakelegging, ma antall kombinasjoner bli 16 (87 og

88).

Elevene kom endelig frem til to riktige I@sninger etter cirka 25 minutters jobbing, én for
uordnet utvalg med tilbakelegging, og én for ordnet utvalg med tilbakelegging. De brukte
mange strategier i arbeidet sitt, men som en kan se av inskripsjonene fra Notebook’ene deres,
kunne nok illustrasjonene og tabellene vaert litt mer systematiske. Dette er strategier som nok
hadde hjulpet dem mer om de hadde veert ryddigere. Jeg velger a ikke ta med noe fra
generaliseringen av problemet da jeg veiledet elevene mye i arbeidet med a finne en generell

formel.

4.1.2 Strategier brukt i arbeidet med oppgave 9: Fire pafglgende tall
Hvilke tall oppstar nhr du Llegger til 1 til produktet av five pafgloende tall?

(Masow § Davis, 1991, s. €)

Da elevene gikk i gang med denne oppgaven, hadde de allerede jobbet 45 minutter med
kuleisoppgaven. De hadde hatt et lite friminutt for de leste oppgaveteksten til «Fire

pafglgende tall». Elevene jobbet cirka tretti minutter med denne oppgaven, men det var
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tydelig at seerlig Cecilie begynte & bli sliten. Hun uttrykte ogsa at de ikke var vant til & jobbe
med én oppgave sa lenge av gangen, og at det var tungt. Jeg brgt inn et par ganger i Igpet av
episoden for & hjelpe dem med praktiske tips i CAS, én gang da elevene ikke visste hvordan de
kunne skrive kvadratrot i CAS, og én andre gang da de ikke visste hvorfor det sto to vertikale
streker rundt svaret de fikk (absoluttverdi). Jeg stilte et monitorerende spgrsmal i lgpet av
episoden helt pa slutten av gkta da elevene ikke forsto hva resultatet de hadde fatt i CAS

betgd.

Elevene Igste det opprinnelige problemet ganske raskt, og brukte mesteparten av tiden pa a
finne en generell formel for tallet som oppsto nar de la 1 til produktet av fire pafglgende tall.
Til denne delen av arbeidet var elevenes hovedstrategi a bruke det digitale verktgyet CAS,
strategi 10. De brukte CAS som kalkulator for a regne ut ulike produkter av fire pafglgende
tall, legge til 1, for sa a ta kvadratrota. Senere brukte de CAS til 3 finne et generelt uttrykk for
produktet av fire pafglgende tall addert med 1. Her fikk de et fijerdegradspolynom som de ved
hjelp av CAS tok kvadratrota av. | Igpet av denne episoden brukte elevene fire av de ti
strategiene i manualen. Disse fire viste seg a veere sveert hensiktsmessige strategier for a lgse
nettopp denne oppgaven. De fire strategiene som gikk igjen var a se etter mgnster, lage en

systematisk tabell, prgve og feile og den allerede nevnte strategi 10, bruke et digitalt verktgy.

Tabell 4: Oversikt over strategibruk i arbeidet med oppgave 9.

Heuristiske metoder Nevnt antall | Heuristiske metoder Nevnt antall
ganger ganger

1. Se etter mgnster 8 6. Jobb baklengs 0

2. Lag en systematisk tabell 4 7. Tenk pa et liknende 0
problem

3. Lag en illustrasjon 0 8. Gjgr problemet enklere 0

4. Prgv og feil 5 9. Se problemet fra en 0
annen side

5. Lgs deler av problemet 0 10. Bruk digitale 6
hjelpemidler
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For & Igse den opprinnelige oppgaven, trengte ikke elevene a legge noen premisser for
Igsningsarbeidet. De matte bare avklare begrepene «produkt» og «pafglgende tall» for de
kunne begynne. Det gjorde at oppgaven kun hadde ett svar, men det var allikevel en
utforskende oppgave som hadde gode muligheter for spesialisering, antagelser og
generalisering (Mason et al., 2010). Som vi skal se under, befant elevene seg et par minutter i
Polya (1957) sin fgrste fase, altsa a forsta oppgaven, fgr Anne foreslo at de bare skulle prgve
a lgse oppgaven. Planen for Igsningsarbeidet var at de skulle prgve noen tall for 3 se om de

fant et mgnster. Polyas (1957) steg 1 og 2 ble unnagjort i Igpet av et par minutter.

Utdrag 9 Se etter mgnster
172 Bente Hvilke tall oppstar nar du legger til 1 til produktet av fire pafglgende tall?
173 Cecilie  Er produktet nér du ganger? For sum er pluss?
174 Bente Ja, ja, produkt nar du ganger.
175 Anne Hva er pafglgende tall? 1, 2, 3, 4?5, 6, 7, 8? Tall som fglger etter hverandre?
176 Bente Ja, ja, det fglger etter hverandre.
177 Cecilie  Har vi skjgnt oppgaven da?

178 | kor Ja!

179 Cecilie  Er det mer vi trenger & definere her?

180 Anne Er det ikke bare & prove?

181 Bente Ja! Vi bare prgver noen og ser om vi finner et mgnster!

Etter at Bente har lest oppgaven hgyt (172), er alle de tre elevene med pa a avklare begrepene
i oppgaveteksten. Cecilie spgr de andre om de har skjgnt oppgaven (177), altsa om de har
skapt mening rundt oppgavens innhold, og de andre svarer bekreftende. Anne og Bente
gnsker da a starte oppgavelgsningen (180 og 181), og a prove seg frem for a se etter et

me@nster.

Ogsa her var elevene raske til 3 prgve a lgse problemet, og Bente foreslar tidlig at de skal teste
ut noen tall og se etter mgnster, som er strategi 1. Sammen med strategi 2, 3 lage en
systematisk tabell, var denne strategien den mest brukte i elevenes arbeid med det
opprinnelige problemet. | dialogen under ser vi at spesialiseringen av problemet er i full gang,
etter at Cecilie foreslo at de skulle prgve med de fire pafglgende tallene som startet pa 1. Her
kommer Anne raskt med en antagelse om hvilke tall som oppstar, nemlig kvadrattall.

Utdrag 10 Se videre etter mgnster

182 Cecilie  Da prgver vi de fire fgrste tallene; 1, 2, 3, 4.

183 Bente Hvordan skriver vi dette? Bare 1.2-3-47?
184 Cecilie  Ja, det hadde vi i stad, det blir 24.
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185 Bente Ogsa pluss 1 (..) 25.

186 Anne Det blir ikke sanne kvadrattall da? Nei, vi ma ta det riktig. Vi pr@ver noen
flere.

187 Cecilie N3 prgver vifra 2, altsd 2.3-4.5.

188 Anne Skal jeg gjette, sd blir det 35 og pluss 1, sd blir det 36.

Elevene gar systematisk til verks, og spesialiserer problemet ved a regne ut eksempler med
sma tall. Bente leder an i 3 sette opp en oversiktlig tabell (se figur 8 under) over tallene som
oppstar (182 og 187). Anne gj@r en antagelse om at svaret er et kvadrattall, og foreslar a teste
ut noen flere eksempler for a sjekke om resultatet blir nettopp det (186). Hun gjetter derfor
pa at summen skal bli 36 nar de starter de fire pafglgende tallene pa to (188), altsa det neste
kvadrattallet etter 25. Som vi ser i figuren under, ble summen 121, og det overrasket dem. Det
forte til at de testet systematisk alle produkt + 1 som starter med tallene fra og med 1 til og

med 5. Til dette brukte de CAS, og de skrev opp svarene i en tabell.

Figur 8: Fra Bente sin Notebook

At elevene her brukte strategi 2 og lagde en oversiktlig tabell, gjorde at det var enkelt 3 se et
menster. Kvadrattall var flere ganger oppe i dialogen mellom elevene, og etter hvert sa de
ogsa at det var enda et mgnster i tallene som oppsto.
Utdrag 11 Tabell som utgangspunkt for mgnster

197 Bente Er det noen som ser noe mgnster enda?

198 Cecilie  Kan vitaentil?
199 Bente At de slutter pa 1 nar vi legger til 1? Alle unntatt det fgrste slutter pa null.
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200 Anne Hva blir kvadratrota? (tastelyder fra kalkulator) Av 25 blir det 5, av 121 blir
det 11, (..) av det neste er det 19, av 841 blir det 29.

201 ()

202 Anne Det m& ha noe med de kvadrattallene & gjgre! Har dere noen idé om hva vi
kan bruke de til?

(..)

206 Anne Jeg tror det stemmer med kvadrattall! Vent da! Det gker med 6, 8, 10, 12 (..)
Ok, la meg tenke!

207 (Anne leser oppgaven hgyt igjen)

208 Anne Vi far et kvadrattall og nar vi tar kvadratrota av det, sa far vi tall som gker med
to.

209 Bente Hva om vi starter pa 0?

210 Anne Det er sant! La oss teste det. *Det blir jo null*. Ogsa 1. Kvadratrota av 1 er 1.

211 Bente Da gker det med 4.53 4, 6, 8, 10, 12.

De er innom at Igsningen ma bli kvadrattall flere ganger i Igpet av episoden (for eksempel i
186, 202, 206, 208). Dette ble tydelig for dem fordi de brukte strategier som a se etter
menster, lage en systematisk tabell og a prgve og feile. Her oppdager Anne at rota av tallene
gker pa en bestemt mate (206). De reflekterer ikke mer over det, men sier seg forngyd med a

ha Igst oppgaven sa raskt.

Da de skulle begynne a generalisere problemet, i betydningen a vise at produktet + 1 alltid blir
et kvadrattall, gikk de over til 3 bruke strategi 10, a bruke et digitalt verktgy, slik at de raskere
kunne finne kvadratrota av det generelle uttrykket for produktet + 1. Som vi skal se under,
utfgrer elevene riktige handlinger, men de reflekterer ikke saerlig over resultatene de far eller

hvorfor de blir som de blir.

Utdrag 12 Bruk av digitalt verktay - CAS

226 Anne Kom igjen! Hvis starttallet vart er x, sd vil y vaere x(x+1)(x+2)(x+3)
(...)

233 Cecilie  Jeg fikk noen svar, men vet ikke helt hva de betyr.

234 Anne

x* +6x% +11x° + 6X - det heres litt riktig ut?
235 Bente S& ma vi jo legge til 1?

236 Anne A ja, og ta kvadratrota. Hvordan tar vi kvadratrot?
237 Laerer Alt R.

238 Anne S4 ma vi ta parentes rundt hele.
239 (de tar kvadratrota av X* +6x> +11x* +6x+1 og far ‘XZ +3X+1‘ )

(...)
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243 Anne Da blir svaret x> +3x+1 .

244 Cecilie  Hva har vi funnet ut?

245 (..)

246 Leerer i x2 1 3x+1alltid bli et helt tall nar x er et helt tall?
247 Anne Jaaa?

248 Bente Kan vi ikke bare teste med noen tall?

249 Anne Lurt. Vi setter inn 1. 1+3+1 blir 5. Det er rota av 25.

250 Bente 4+6+1 er 11. Og det var jo kvadratrota av 121. Det stemmer!
251 Cecilie  Erviferdig da?

252 Bente Vi leser oppgaven igjen.

253 (Bente leser hgyt for de andre)

254 Anne Svaret er kvadrattall!

Elevene er her litt usikre pa hva de egentlig har funnet ut, noe Cecilie ogsa sp@gr om (244). Jeg
spgr dem om de alltid vil fa et heltall om de setter et heltall inn i uttrykket (246). Dette spgr
jeg om for & fa dem til a koble variabelen til starttallet i de fire pafglgende tallene, og fa dem
til 3 tenke videre pa at uansett hvilket tall de starter med, vil de fa et heltall som kan opphgyes
i andre og gi dem et kvadrattall. Ogsa her tester elevene ut om hypotesen deres stemmer med
a prgve med noen tall, det vil si @ gjenta spesialiseringen de gjorde innledningsvis, og de

konkluderer med at svaret ma bli kvadrattall. De reflekterer ikke videre hvorfor det blir sann.

4.1.3 Strategier brukt i Terningkast

Du kaster en vanlig terming tre ganger. Hva er sannsynligheten for at produktet av

resultatet (antall gYne opp L hvert kast) er et partall?

(Abellkonkurransen, 1. runde, 2021)

Denne oppgaven var den fgrste av tre oppgaver elevene jobbet med under den siste gkta jeg
observerte dem. Alle de fire elevene var til stede, og de jobbet med denne oppgaven i cirka
15 minutter. Oppgaven hadde kun én Igsning, men det var flere muligheter for utforsking,
utvidelse og generalisering av problemet. Jeg forholdt meg stille og observerte gjennom hele

episoden.
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Jeg observerer at ele

vene benytter seg av fire av de ti strategiene fra kodingsmanualen (se

2.1.7); strategi 1 (se etter mgnster), strategi 4 (prgv og feil), strategi 7 (tenk pa et liknende

problem) og strategi 8 (gj@r problemet enklere).

Tabell 5: Oversikt over strategibruk i arbeidet med oppgave 10.

Heuristiske metoder Nevnt antall | Heuristiske metoder Nevnt antall
ganger ganger

1. Se etter mgnster 2 6. Jobb baklengs 0

2. Lag en systematisk tabell 0 7. Tenk pa et liknende 3
problem

3. Lag en illustrasjon 0 8. Gjgr problemet enklere 1

4. Prgv og feil 7 9. Se problemet fra en 0
annen side

5. Lgs deler av problemet 0 10. Bruk digitale 0
hjelpemidler

Ved hjelp av disse fire strategiene kommer elevene relativt raskt frem til det riktige svaret pa

oppgaven, nemlig at

det er 50% sannsynlig at produktet av tre terningkast blir et partall.

Elevene avklarer begreper og blir enige om hva oppgaven spgr om ganske raskt. Bente har

veert borti denne problemstillingen tidligere, og bidrar derfor til at gruppa raskt kommer inn

pa riktig spor. Vi seri

dialogen under at hennes strategi med a tenke pa et liknende problem,

setter fart i Igsningsprosessen.

Utdrag 13 Tenke pd et lik

268 Anne
269 Bente
270

271 Bente
272 Camilla
273 Bente

nende problem

Ok, hvis du far tre enere, da har du en ganger en ganger en, det er en.

Er det ikke en sann regel i partall ogsa, at man ma (..) hva var den? Jeg
husker det er en regel som sier at hvis produktet skal bli et partall, sa
matte det ganges med ett eller annet?

(...)

Eller tar jeg helt feil?

Du tar sikkert ikke det.

For at liksom to oddetall kan i hvert fall ikke bli et partall, er det ikke sann?
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Her ser vi at Bente husker noe om at hvis et produkt skal bli partall, s8 ma det ganges med
«noe» (269). Videre erindrer hun at produktet av to oddetall i hvert fall ikke kan bli et partall
(273). Her tenker hun antageligvis pa noe hun har veert borti fgr, og videre bruker de dette
resultatet i tilnaermingen til problemet. Anne husker ogsa at hun har veert borti noe som likner

fer, og under ser vi hennes bidrag til den videre utforskingen av problemet.

Utdrag 14 Tenke videre pd et liknende problem

276 Anne Det er i hvert fall med plussing. Hvis du plusser to oddetall, sa blir det et
partall. Men hvis du plusser to partall (..) Men det kan vaere det ligger noe
i det.

277 (...)

278 Anne Jo, for ganging er jo bare a plusse flere ganger. Hvis du tar for eksempel

tre ganger to, da far du seks. Det er et partall. Da har du et oddetall ganger
et partall. Kan det vaere sa enkelt at om du ganger med et partall, sa blir
det et partall?

279 Camilla Det kan veaere det. Ett partall, eller?

280 Anne Eller flere partall. Jeg vet ikke! La oss prgve!

| ytring 276 slar Anne fast at resultatet blir et partall om du adderer to oddetall. Videre sier
hun at det samme ma gjelde for a multiplisere med partall, da multiplikasjon er gjentatt
addisjon (278). Hun kommer i samme ytring med en antagelse om at det alltid blir et partall
om du multipliserer med et partall. Siden hun fortsatt er usikker, foreslar hun at de skal prgve

ut noen spesielle tilfeller og se om antagelsen stemmer (280).

Da jeg sa etter hva elevene hadde skrevet i Notebook’en sin til dette problemet, fant jeg kun
det som er avbildet pa de to figurene under. Men som vi ser i utdraget under, prgver de
muntlig ut noen forskjellige tall, og finner produkter som har kun partallsfaktorer,
oddetallsfaktorer og en miks av begge. De bruker strategi 4, prev og feil, hvor de har gjort en
rimelig antagelse om hva svaret skal bli, og sa sjekker de om resultatet stemmer ved a prgve
spesielle tilfeller. Her kommer de ogsa inn pa hvordan de kan forenkle problemet for a regne

ut sannsynligheten (strategi 8), altsa kun se pa sannsynligheten for at ett av tallene er partall.
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Figur 9: Fra Camilla sin Notebook

Figur 10: Fra Anne sin Notebook

Utdrag 15 Prgve og feile og forenkle problemet

283

284

285

286

287

288
289

Camilla

Anne

Camilla

Bente

Anne

Bente
Anne

=la oss si du har fem ganger tre, ikke sant. Det er femten. Ganger to, det
er tretti. Og det er et partall.

Er det hver gang du far et partall? Funker det med to partall ogsa da? Det
gjor vel det!

To ganger to, fire ganger tre, (..)

Vi skal finne sannsynligheten. Vi kan ha hvilket som helst tall pa den
farste, hvilket som helst tall pa den andre, men den siste ma veaere et
partall.

Eh, ja? Ja! La oss ta tre ganger en ganger fem. Da far jeg femten, og det er
jo ikke (..)

zja, det er et oddetall.

Og fem ganger fem ganger (..) ja, ja! Da er det jo bare a finne
sannsynligheten for at ett av tallene er et partall!
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Her ser vi at elevene tester ut forskjellige faktorer. | ytring 283 finner Camilla produktet av to
oddetall og et partall, og konkluderer med at det blir partall. Anne spg@r og svarer selv
bekreftende i samme ytring (284) pa om det ogsa gjelder for nar to av faktorene er partall.
Bente har sannsynligvis skapt mening av samtalen mens de andre har testet ulike tall, og
kommer med en avgjgrende ytring, nemlig at de skal finne sannsynligheten, og at det kun er
det siste tallet som ma veere et partall (286). Anne fglger dette opp, og sier helt korrekt at de
kun trenger a finne sannsynligheten for at ett av tallene er et partall (289). Anne har da en
mer generell idé. Det trenger ikke vaere det siste tallet/terningkastet som gir partall. Det er

nok at minst ett av de tre tallene/terningkastene gir partall.

Da denne idéen er ute i gruppa, finner elevene ganske raskt ut at sannsynligheten er 50%, selv

om ikke alle synes det hgrtes riktig ut.

Utdrag 16
295 Anne Damavita 6-6-3 og dele pa 6-6-6, for det er totalt antall muligheter.
296 Dina Det tar vi pa kalkulator. 6-6-6er 216. Og 6-6-3er 108. Da blir det 0,5.

297 Camilla Betyr det at det er 50% sjanse?
298 Bente Det gir jo ikke mening.

299 Anne Nei, jeg fglte det var stgrre sannsynlighet.

300 Camilla Jammen halvparten av tallene er oddetall og halvparten er partall.

301 Dina Men siden vi har hatt flere kast.

302 Berit Ja, men hvis vi tar bort de siden de er like, sa er det tre av seks sjanser. For
de har ingenting a si for utfallet uansett.

303 Anne Det hgres logisk ut, allikevel sier hodet mitt at nei, det er stgrre sjanse.

Men det er sikkert ikke det.

Her ser vi at bade Bente og Anne synes at svaret ikke gir mening (298 og 299), men de
aksepterer svaret, og Anne spgr et spgrsmal som gjgr at elevene utvider problemet og

generaliserer Igsningen.

Utdrag 17 Utvidelse av problemet

306 Anne Blir det alltid det? Hvis du kaster fire terninger da?

307 Bente Ja?

308 Anne 6-6-6-3 er648. 6-6-6-6 er 1296, er ikke det partall?

309 Dina Det er jo ggy da!

310 Bente Men sa er det jo om det er regelen da? Hvis du bare ganger inn et partall,
sa blir det et partall?

311 Anne Ja, vi har jo ikke kommet pa noen eksempler hvor det ikke stemmer! For

hver gang du ganger et tall med for eksempel to, sa blir det et partall.
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Anne spgr om det alltid blir slik, altsa at produktet vil bli et partall om én av faktorene er partall
(306). Med dette utvider hun problemet til a gjelde flere enn de opprinnelige tre faktorene.
Bente spgr om det kan veere en regel (320), og Anne mener at ja, det er det. Siden gruppa ikke
hadde kommet over eksempler hvor det ikke stemmer, sa mener de at regelen ma veaere at
om du multipliserer med to, sa blir det et partall (311), og elevene godtar dette som beuvis.
Med dette avsluttet elevene denne episoden, og de gjorde dessverre intet forsgk pa a forklare

hvorfor det ble slik. Jeg ser i etterkant at jeg kunne ha motivert dem til 3 bevise resultatet.

4.1.4 Strategier i Fire-hus-pa-rad

Fire hus stir ph vad. Hvert hus skal males hitt, rgdt eller gult. Pa hvor mange mbter Ran

det gjgres hvis nabohus tkice skal ha samme farge?
(Abelronkurransen, runde 1, 2009)

Denne oppgaven er en kombinatorikkoppgave hvor et premiss allerede er lagt, to nabohus
kan ikke ha samme farge. Det gjgr at oppgaven kun har én Igsning, men den har store
muligheter for utvidelse og generalisering. Da elevene skulle i gang med denne oppgaven,
hadde de allerede jobbet med to andre oppgaver f@r vi tok friminutt. Dette var den siste gkta
hvor jeg observerte at elevene jobbet med utforskende oppgaver. De samarbeidet om a Igse
denne oppgaven i cirka 20 minutter. | denne episoden brukte elevene alle de ti strategiene fra
kodingsmanualen, og denne gangen var det szerlig strategi 5, |@s deler av problemet, som ofte
ble snakket om og brukt. | tillegg gikk strategi 3 og strategi 7, lag en illustrasjon og tenk pa et

liknende problem, igjen flere ganger.

Tabell 6: Oversikt over strategibruk i arbeidet med oppgave 12.

Heuristiske metoder Nevnt antall | Heuristiske metoder Nevnt antall
ganger ganger
1. Se etter mgnster 3 6. Jobb baklengs 1
2. Lag en systematisk tabell 1 7. Tenk pa et liknende 3
problem
3. Lag en illustrasjon 4 8. Gjgr problemet enklere 1
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4. Prov og feil 1 9. Se problemet fra en 1

annen side

5. Lgs deler av problemet 6 10. Bruk digitale 1

hjelpemidler

Det som kjennetegnet denne episoden, var det Schoenfeld (1992) kalte «explore». Elevene
leste oppgaven, og begynte umiddelbart 3 tegne opp ulike kombinasjoner uten noen synlig
plan for hvordan de skulle ga frem. De begynte med a se pa to farger, noe som egentlig var en
relevant strategi, men de hoppet fort over til & se pa tre farger uten a konkludere ferdig og
notere seg lgsningen pa delproblemet med to farger. Dette kommer tydelig frem i dialogen

under.

Utdrag 18 Lgse deler av problemet sammen med en illustrasjon

319 Bente Fire hus star pa rad. Hvert hus skal males hvitt, rgdt eller gult. P4 hvor mange
mater kan det gjgres hvis nabohus ikke skal ha samme farge?

320 Anne *OK, Dina er i gang™

321 Dina Ja, jeg prever a finne en Igsningsretning. Vi kan jo for eksempel ta sann
hvitt, rgdt, hvitt, rgdt (..)

322 Anne Ja, hva om vi begynner med hvitt, rgdt, hvitt, redt?

323 Bente Sa kan man gjgre motsatt. Vi kan ha rgdt, hvitt, rgdt, hvitt.

324 Anne Da er det ingen flere kombinasjoner vi kan ha med bare de.

325 (De andre bekrefter i kor)

326 Anne Da vil det si at med hvitt og rgdt sa er det to mater. Sa da ma det bli det

samme om vi tar hvitt og gult?!
327 Camilla Ja, det blir to mater. Og det samme med rgdt og gult.
328 Anne Ja, men sa kommer det vanskelige at vi skal ha med alle fargene.

Her ser vi at Dina gar raskt i gang med a lage kombinasjoner med rgdt og hvitt. Hun Igser deler
av problemet ved a lage en visualisering av hvor mange kombinasjoner de kan lage om de kun
bruker to farger. Anne oppsummerer denne starten med a si at det er to ulike kombinasjoner
med hvitt og rgdt, og at det da ma bli det samme med hvitt og gult (326). Camilla fglger opp
med at det igjen ogsa ma stemme for rgdt og gult (327). Istedenfor a avslutte delproblemet
med & summere opp antall kombinasjoner med to farger, leder heller Anne gruppa videre til

a se pa kombinasjoner med tre farger (328).
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Etter denne starten, begynte elevene a ramse opp ulike kombinasjoner med tre farger i en
tilsynelatende tilfeldig rekkefglge. Det ble etter hvert sa uoversiktlig at Camilla foreslo at de
skulle ta noen steg tilbake, og Anne fant frem notatene fra kuleisoppgaven. Dette fikk gruppa
til a forenkle problemet ved a tenke at de to husene som skulle ha lik farge, skulle vaere hvite.
Igjen bruker de strategi 5 og Igser deler av problemet.
Utdrag 19 Forenkling av problemet
344 Camilla Skal vi ta noen steg tilbake? Sann bare med en gang?
345 Anne Jeg skal bare se pa det vi gjorde sist!
346 Bente OK, na har jeg det! Hvis vi tenker at vi skal ha to hvite hus, fins det da flere
mater a plassere det pa enn disse tre matene her? Hvitt, rgdt, hvitt, gult.
Hvitt, re@dt, gult, hvitt. Rgdt, hvitt, gult, hvitt?
347 Anne Vi kan bytte om pa r@gdt og gult, men hvitfargen blir stdende da. Sa vi kan
ikke flytte mer pa hvitfargen?! Eller den det skal vaere to med?
348 Camilla Neeeiii?
349 Bente Da er det et mgnster her. Du kan ha to der, to her og sa ma du bytte pa de i
midten. Da er det tre. Sa to ganger H. Det er tre.
350 Camilla Sa gjor vi det med de andre ogsa, sa to ganger R, det er tre. Og to ganger G

er tre.
351 Anne Hvis vi summerer disse sa er ni pluss seks er 15. Da har vi ett tall.

Som vi ser over, foreslar Camilla a ta noen steg tilbake (344). Da hadde de i noen minutter
foreslatt ulike kombinasjoner med tre farger etter hvert som de kom pa nye. Anne tenker pa
oppgaven med kuleis, som ogsa var en kombinatorikkoppgave, og blar tilbake for a se hvordan
de Igste den (345). Bente kommer med et godt innspill i ytring 346, hvor hun foreslar a kun se
pa antall kombinasjoner de kan lage om de to husene som skal ha samme farge, ma veere
hvite. Ved a illustrere den situasjonen, uttrykker Bente at det da fins et mgnster, altsa at de
to hvite kan plasseres pa tre ulike mater (349). Camilla fglger opp, og papeker at da ma det
gjelde for rgdt og gult ogsa (350). Bente sier i ytring 349 at nar to farger er like, kan de plasseres
pa tre ulike mater, og de to andre fargene kan bytte plasser. Hadde hun fullfgrt dette
resonnementet, hadde hun kanskje sett at da blir det seks kombinasjoner for hver «dobbelt-
farge». Istedenfor multipliserer Anne de tre kombinasjonene med de tre fargene, og far ni. Sa
legger hun sammen dette med noe jeg antar er de seks kombinasjonene fra da de sa pa
kombinasjoner med to farger. Da sier hun i ytring 351 at de far tallet 15. Det har hun ogsa
tegnet i Notebook’en sin. Hadde elevene her kommet pa a doble de ni kombinasjonene, hadde

de vaert i havn med oppgaven da 18 + 6 = 24, noe som 0gsa er svaret pa problemet.
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Figur 11: Fra Anne sin Notebook

Istedenfor begynner de a snakke seg gjennom problemet pa nytt, og Dina foreslar a lage et

program som kan lgse problemet for dem (strategi 10).

Utdrag 20 Bruk av digitalt verktgy

369 Dina Ja! Jeg merker at jeg begynner a tenke i koder akkurat na.

370 (De andre ler)

371 Anne Koding? Ja, prgv da!

372 Dina Vi har fire verdier for hvert av husene, og sa gir vi hver farge en verdi. Sa er

det sann: if house one, blabla, else, og hvis to nabohus far samme farge, sa
bytt liksom. Men jeg har ikke kapasitet til a lage det na.

Dina sier hun ikke har kapasitet til 4 lage programmet som kan Igse problemet (372), men hun
har gjort seg noen tanker om hvordan det kunne sett ut og skrevet det ned i Notebook’en sin.
Dette er et forspk pa a bruke strategien med 3 anvende digitale hjelpemidler for a Igse

problemet.
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Figur 12: Fra Dina sin Notebook

Dina har gode idéer om hvordan hun eventuelt kunne lagd et program, men hun velger a ikke

folge det opp. Istedenfor fortsetter gruppa a tegne opp ulike muligheter, og til slutt gir de litt

opp. Da velger jeg 3 stille noen monitorerende spgrsmal for a hjelpe dem videre. Etter at de

far tallene tre, to, to og to, kommer spgrsmalet om de skal gange eller plusse som vi ogsa sa

de lurte pa i utdrag 4. Vi ser hvordan de avgjgr dette mot slutten av dialogen under.

Utdrag 21 Konkludere

391
392

393
394
395
396
397
398
399
400
401
402
403
404

Dina
Leerer

Alle
Laerer
Alle
Laerer
Alle
Laerer
Alle
Anne
Cecilie
Anne
Bente
Anne

Kan vi ta en pause? Dette var vanskelig!

OK, men jeg kan gi dere et hint! Dere har fire hus etter hverandre. Hvor
mange farger kan dere velge pa det fgrste huset?

Tre!

Hvor mange farger er da tilgjengelige for det andre huset?

Aja, to!

Hvor mange er da tilgjengelige for det tredje?

To!

Og til det siste?

To!

Sa da blir det fgrste tre, det neste blir bare to, og to og to.

Hva blir det da? Skal vi plusse?

Eller gange?

Hvorfor gange?

3+2+2+2 er(..)niog 3-2-2-2 er(..) 24. Da ma det bli gange, for vi har jo
tegnet mer enn ni. Da er det3-2-2-2 som er 24.
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Her ser vi at Dina uttrykker gnske om a gi opp denne oppgaven (391), og derfor bestemmer
jeg meg for 3 komme med et hint. Jeg spgr om hvor mange farger det fgrste huset kan males
i (392), og alle svarer «tre» i kor. Sa spgr jeg videre hvor mange farger som er tilgjengelig for
hus nummer to, og sa videre. Elevene sitter na med tallene tre, to, to og to. | episoden med
kuleis har elevene diskutert om de skal multiplisere eller addere tall de finner (se utdrag 4), og
det samme skjer her (401 og 402). Anne tester begge deler, og far ni nar hun legger dem
sammen, og 24 nar hun multipliserer dem. Da konkluderer hun med at antall kombinasjoner
ma gis ved @ multiplisere de fire tallene da hun allerede hadde tegnet 15 kombinasjoner, sa ni
blir for lite (404). Med denne konklusjonen avsluttet elevene arbeidet. Matematisk sett er
dette ikke en fullgod begrunnelse, og denne avslutningen ga egentlig et godt bilde pa gruppas

problemlgsningsprosess, som jeg vil ga naermere inn pa i neste kapittel.

4.2 Hva karakteriserte gruppas problemlgsningsprosess i de ulike stegene

| dette kapitlet vil jeg presentere og analysere innsamlet data som jeg senere vil bruke til a
besvare det andre forskningsspgrsmalet mitt; «Hva karakteriserer gruppas
problemlgsningsprosess?». Jeg velger a dele kapitlet inn i fire delkapitler etter Polyas (1957)
faser (se 2.1.5), og se pa hva som kjennetegner gruppas prosess i hver av disse fasene. Det
ferste delkapitlet, 4.2.1, vil jeg bruke til & presentere og analysere resultater fra
transkripsjonen som viser hvordan elevene gikk frem for @ forsta problemet de skulle jobbe
med. Videre, i 4.2.2, vil jeg analysere hvordan gruppa la en plan for hvordan de skulle Igse de
ulike problemene. | det tredje delkapitlet, 4.2.3, vil jeg presentere og analysere data som viser
hvordan elevene jobbet sammen i giennomfgringsfasen, altsa Polyas (1957) tredje fase. | det
fierde og siste delkapitlet, 4.2.4, presenterer og analyserer jeg data fra transkripsjonen som
viser hvordan elevene avsluttet arbeidet sitt med et problem, altsa i den fasen Polya (1957)

kaller g se tilbake.

4.2.1 Forsta problemet
| dette delkapitlet vil jeg vise eksempler fra transkripsjonen pa hva som karakteriserte gruppa
da de ble presentert for et nytt problem, og hvordan de gikk frem for & skape mening av

problemet de skulle jobbe sammen for & Igse. Dette er fgrste fase i bade Polya (1957),
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Borgersen (1994) og Mason med kollegaer (2010) sine problemlgsningsmodeller, henholdsvis
kalt for «forsta problemet», «analysere og definere» og «inngangsfasen». Ifglge Polya (1957)
ber elevene i denne fasen avklare hva som er ukjent, hva som er data og hva som er
betingelsene. Ogsa Borgersen (1994) nevner viktigheten av 3 forsta oppgaveteksten og
definere de ulike ordene og begrepene i denne. Mason med kollegaer (2010) papeker at det

er i denne fasen at elevene legger grunnlaget for en effektiv Igsningsprosess.

Da jeg analyserte de fire episodene jeg valgte a bruke i min studie, sa jeg at mine elever brukte
til sammen 153 sekunder i denne fasen for alle fire oppgavene. Det er i giennomsnitt 38,25
sekunder per oppgave. Mine elever brukte altsa under ett minutt pa a forsta problemet og
avklare begreper og betingelser i hver av oppgavene de skulle jobbe med. | den ene oppgaven,

fire hus pa rad, leste bare elevene oppgaven hgyt fgr de gikk i gang med a Igse problemet.

Utdrag 22 (del av utdrag 18) Forstd problemet

319 Bente Fire hus star pa rad. Hvert hus skal males hvitt, rgdt eller gult. P4 hvor mange
mater kan det gjgres hvis nabohus ikke skal ha samme farge?

320 Anne *OK, Dina er i gang™

321 Dina Ja, jeg prever a finne en Igsningsretning. Vi kan jo for eksempel ta sann

hvitt, rgdt, hvitt, rgdt (..)

Her ser vi at Bente leser oppgaven (319), og Dina gar umiddelbart i gang med a ramse opp
ulike kombinasjoner (321). De bruker atte sekunder i den fgrste fasen, fgr de hiver seg ut i
Igsningsfasen. Det samme skjedde da elevene skulle jobbe med kuleisoppgaven. Anne leser

oppgaven, og Cecilie kommer med et forslag til Igsning etter kun fa sekunder.

Utdrag 23 Forsta kuleis-problemet

1 Anne Ok, skal vi lese fgrste oppgaven?
2 Bente Mmm...
3 Anne Hanne skal kjgpe kuleis og kan velge mellom fire ulike smaker. Hun vil ha to

iskuler. Hvor mange mater kan hun velge isen sin pa? Hva om det er flere
smaker a velge mellom?

()
Anne Ok, har vi skjgnt oppgaven? Altsa hvor mange kombinasjoner
| kor =Ja!

Cecilie  Er det ikke da man skal ta 4-3-2

NOo Ul A
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Medregnet tiden elevene er stille (4), bruker gruppa 25 sekunder i denne fasen etter at Anne
har lest oppgaven (3) og spurt om alle har skjgnt problemet (5). Cecilie kommer umiddelbart
med et forslag til I@sning ved a foresla & multiplisere 4-3-2, hvor hun blir avbrutt med

bekreftelse fgr hun rekker a fullfgre setningen (7), og elevene er over i en ny fase.

Da elevene skulle i gang med oppgaven om fire pafglgende tall, brukte de litt lengre tid i den
ferste fasen da de trengte a avklare to begreper i oppgaveteksten. Allikevel var de ogsa her
raskt over i en ny fase.
Utdrag 24 (samme som utdrag 9) Forstad problemet med fire pdfalgende tall
172 Bente Hvilke tall oppstar nar du legger til 1 til produktet av fire pafglgende tall?
173 Cecilie  Er produktet ndr du ganger? For sum er pluss?
174 Bente Ja, ja, produkt nar du ganger.
175 Anne Hva er pafglgende tall? 1, 2, 3, 4? 5, 6, 7, 8? Tall som fglger etter hverandre?

176 Bente Ja, ja, det fglger etter hverandre.

177 Cecilie  Har vi skjgnt oppgaven da?
178 | kor Ja!

179 Cecilie  Er det mer vi trenger & definere her?
180 Anne Er det ikke bare a prgve?

Her ser vi at etter at Bente har lest oppgaveteksten (172), har elevene behov for & avklare
begrepene «produkt» og «pafglgende tall». Cecilie spgr om produkt er det du far nar du
ganger (173), og Anne spgr om pafglgende tall er tall som fglger etter hverandre (175). Da det
er avklart, spgr Cecilie om alle har skjgnt oppgaven (177), og om det er mer som ma defineres
(179). Da foreslar Anne at de skal ga i gang a prgve (180), og elevene forlater fgrste fase fgr

det har gatt ett minutt.

Det var i episoden med terningkast at elevene var lengst i fasen om 3 forsta problemet. Da
gikk de ikke videre for etter 80 sekunder, inkludert 60 sekunders stillhet etter at Anne leste
oppgaven. Det hgres pa lydopptaket ut som om de grubler over oppgaveteksten i dette

minuttet da de lager lyder som «eeeehhh» og «khmmmpy.

Utdrag 25 Forsta terningkast-problemet

261 Anne Ok! Du kaster en vanlig terning tre ganger. Hva er sannsynligheten for at
produktet av resultatene, altsa antall gyne opp i hvert kast, er et partall?

262 (...)

263 Anne Ok! Produkt er ganging. Sa du har tre tall mellom en og seks som skal

ganges sammen, og vi skal finne ut sannsynligheten for hvor mange
ganger det blir et partall. Enig?
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264 Camilla Ja.

265 Dina Ok, sa de skal kaste en terning tre ganger? Hvis de far for eksempel en
faérste gang, og sa fem og sa seks, sa ganger de de sammen og det skal bli
et tall?

266 Anne Ja.

Etter at Anne har lest oppgaven hgyt for gruppa (261), blir det stille i ett minutt. Mest
sannsynlig arbeider elevene for a skape mening av problemet hver for seg. Etter ett minutt
bryter Anne stillheten ved at hun definerer begrepet «produkt», oppsummerer
oppgaveteksten og sp@r deretter om resten av gruppa er enige med hennes meningsskaping
av problemet (263). Dina kommer med et eksempel pa et spesielt tilfelle med tre tall for a
sjekke at hun har tolket oppgaven riktig (265), og Anne bekrefter at det er korrekt (266). Med

det gar elevene over fra denne fasen til a spesialisere problemet.

| Polya (1957) sin problemlgsningsmodell, er neste fase «lag en plan». Borgersen (1994) kaller
sin neste fase for «modellere og tegne», mens Mason med kollegaer (2010) ikke forlater
inngangsfasen fgr elevene har gjort noen tekniske forberedelser til det videre arbeidet i tillegg

til a spesialisere problemet.

4.2.2 Lag en plan

Den stg@rste jobben ligger i de to fgrste fasene, forsta problemet og lage en god plan (Polya,
1957). | dette delkapitlet vil jeg vise eksempler fra transkripsjonen pa hva som karakteriserte
gruppa da de vari Polyas (1957) andre fase og skulle lage en plan for problemlgsningsarbeidet
sitt. Jeg erfarte at i flere av episodene hoppet elevene fra a lese oppgaven rett over i a prgve
3 lgse problemet uten noen form for synlig plan. Dette gjaldt for bade arbeidet med
terningkastoppgaven og husproblemet, mens i iskuleoppgaven og «Fire pafglgende tall» lagde
elevene seg en plan underveis.

Utdrag 26 (samme som utdrag 25) Plan for arbeidet med terningkast-problemet

261 Anne Ok! Du kaster en vanlig terning tre ganger. Hva er sannsynligheten for at
produktet av resultatene, altsa antall gyne opp i hvert kast, er et partall?

(...)

265 Dina Ok, sa de skal kaste en terning tre ganger? Hvis de far for eksempel en
farste gang, og sa fem og sa seks, sa ganger de de sammen og det skal bli
et tall?

266 Anne Ja.
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267 Dina Kult!

268 Anne Ok, hvis du far tre enere, da har du en ganger en ganger en, det er en.

269 Bente Er det ikke en sann regel i partall ogsa, at man ma (..) hva var den? Jeg
husker det er en regel som sier at hvis produktet skal bli et partall sa
matte det ganges med ett eller annet?

Over ser vi at elevene leser problemet (261) og er i fase 1 i noen sekunder (262-267), for
deretter @ ga rett over i a prgve ut spesielle tilfeller og Igse problemet (268 og 269). De
forfplger sin fgrste idé, og dialogen gir ingen indikasjoner pa at de legger en plan for
problemlgsningsarbeidet sitt. Det samme ser vi i transkripsjonen av episoden med oppgave
12 (fire hus pa rad).

Utdrag 27 (del av utdrag 18) Plan for arbeidet med problemet om fire-hus-pd-rad
319 Bente Fire hus star pa rad. Hvert hus skal males hvitt, rgdt eller gult. P4 hvor mange

mater kan det gjgres hvis nabohus ikke skal ha samme farge?
320 Anne *OK, Dina er i gang™

Her gar elevene rett fra a lese oppgaven (319) over i Igsningsfasen. Bente leser oppgaven hgyt
for gruppa (319), og Dina begynner a tegne opp kombinasjoner etter tilsynelatende tilfeldig
rekkefglge. Det er iallfall slik jeg tolker dialogen deres. Dette kommenterer Anne lattermildt
(320), f@r resten av gruppa fglger Dinas eksempel og begynner & tegne hus. | begge disse
episodene hopper elevene over fase to, og har ingen synlig plan for Igsningsarbeidet. Dette
kjennetegner den uerfarne problemlgseren (Schoenfeld, 2010), og selv om de hadde den
kunnskapen de trengte, som det skulle vise seg etter hvert, tok det svaert lang tid fg@r de klarte

a finne en Igsning pa problemene.

| oppgave 8, hvor elevene skulle se pa kombinasjoner av iskuler, kan vi se et forsgk pa a lage

en slags plan for det videre Igsningsarbeidet.

Utdrag 28 (del av utdrag 1) Plan for arbeidet med kuleis-problemet

5 Anne Ok, har vi skjgnt oppgaven? Altsa hvor mange kombinasjoner
6 | kor =Jal!

7 Cecilie  Er det ikke da man skal ta 4-3-2

8 Anne = Ja, jeg skulle til & si det!

9 Bente Eller s& kan vi bare tegne isen?

10 Anne Vi kan gjgre begge deler da, og se om vi far samme svar.
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Etter at elevene unisont svarer at de har skapt mening av oppgaven (6), presenterer Cecilie en
mulig I@sning (7), mens Bente foreslar at de kan tegne isen (9). Anne foreslar da at om de bade
regner ut Cecilie sitt regnestykke og tegner opp de ulike kombinasjonene, sa kan de se om de
far samme svar. Denne planen forfglger elevene gjennom nesten hele gkta uten noen gang a
sette spgrsmalstegn ved om 4-3-2-1=24 kombinasjoner er den riktige Igsningen, noe den
faktisk ikke er. S3 uansett hvor mye de tegner, far de aldri 24 kombinasjoner. Dette skaper

tilsynelatende mye forvirring og frustrasjon hos elevene gjennom episoden.

| oppgaven om fire pafglgende tall kan vi ogsa gjenkjenne et forsgk pa a lage en plan for

Igsningsarbeidet.

Utdrag 29 (del av utdrag 9) Plan for arbeidet med problemet om fire pdfplgende tall
177 Cecilie  Har vi skjgnt oppgaven da?

178 | kor Ja!

179 Cecilie  Er det mer vi trenger & definere her?

180 Anne Er det ikke bare & prove?

181 Bente Ja! Vi bare prgver noen og ser om vi finner et mgnster!

Her ser vi at etter at elevene er enige om at de har skapt mening av oppgaven (177), foreslar
Anne at de skal sette i gang a prgve (180). Dette stgttes av Bente som en god plan, og hun

legger til at de skal prgve noen eksempler og se om de finner et mgnster (181).

| begge de to siste eksemplene kan vi se forsgk pa a lage en plan, selv om den kanskje ikke er
sa gjennomtenkt og formalstjenlig som den kunne vart om elevene hadde hatt litt mer
erfaring. Som vi skal se i neste kapittel, Gjennomfgr planen (4.2.3), fgrer det at elevene ikke
har brukt nok tid i de to fgrste fasene til at de ofte opplever frustrasjon og forvirring i

giennomfgringsfasen.

4.2.3 Gjennomfgr planen

Steg 3 i Polyas (1957) problemlgsningsmodell er & giennomfgre planen. Om elevene har klart
a forsta problemet og lagd en god plan, vil det @ gjennomfgre planen vaere en enklere jobb
enn 3 lage den (Polya, 1957). Jeg vil i dette delkapitlet presentere resultater fra
transkripsjonen som kjennetegner elevenes arbeid i denne fasen fra de fire episodene jeg har

valgt a bruke i studien min. Borgersen (1994) kalte denne fasen for «kvalifisert gjetning
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gjennom prgving og feiling». Her skal elevene kunne se etter mgnstre og idéer som kan gi dem
grunnlag til a finne en hypotese. Mason med kollegaers (2010) gjennomfgringsfase starter nar
elevene mener de har skapt mening av problemet og gjort det til sitt eget, og varer helt til
problemet er Igst. Elevene jeg observerte brukte mesteparten av tiden sin i denne fasen hvor

de jobbet for a Igse problemet.

Gjennomfgringsfasen var ofte preget av at elevene ikke hadde utarbeidet en konkret plan for
hvordan de skulle Igse problemene, men heller hev seg ut i forsgket med a Igse oppgavene
etter noe som kunne se ut som tilsynelatende tilfeldige innfall. De lot seg spore av i tilfeller
hvor samtalen ledet dem inn pa emner hvor de selv hadde erfaringer de gnsket a dele med
resten av gruppa, men de hentet seg raskt inn igjen. Eksempler pa dette ser vi i utdragene

under.

Utdrag 30 Lgse kuleis-problemet

18 Bente Men vi kan jo tegne og lage kombinasjoner.

19 | kor Ja, ja, Jal

20 Cecilie Vi har en sjokoladeis.

21 Bente Og vanilje (..) og jordbeer(..) og (..)

22 (de diskuterer en stund hvilke fire smaker de skal ha pa de fire kulene.

Samtalen sporer litt av da C forteller hun har jobbet i isbar og kommer inn pa
hvilke smaker som var populaere der. De ender opp med smakene sjokolade,
vanilje, jordbaer og cola-eple(?))

23 Anne Ok, vi lager en figur p& hvorfor det er 4!.
24 Bente Hvis vi begynner med sjokolade: S+V, S+) og S+CE. Blir ikke det riktig?

Her ser vi at gruppa engasjeres av forslaget til Bente om a tegne opp ulike kombinasjoner av
iskuler som Hanne kan ha pa kuleisen sin (18 + 19). Idéen blir ikke fulgt opp da de heller
begynner 3 diskutere hvilke smaker de kan ha pa iskulene, i tillegg til at Cecilie forteller om
sine erfaringer med a jobbe i isbar (22). Da de tar opp problemet igjen, foreslar Anne at de
skal lage en figur som viser hvorfor antall kombinasjoner blir 24, et svar de bestemte seg for
tidlig, men som ikke var riktig (23). Gjennomfgringsdelen av denne episoden var preget av at
elevene prgvde a finne tall som ga dem 24 kombinasjoner, enten ved addisjon eller

multiplikasjon, noe som ogsa fgrte til at elevene forkastet korrekte Igsninger nar disse dukket

opp.

Utdrag 31 (Ytringene 39-42 er ogsd med i utdrag 6) Videre lgsning av kuleis-problemet
39 Bente  S3 da er det syv med sjokolade, blir ikke det riktig?
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40 (De andre sier seg enige)

41 Anne Sa blir det fem (..) s& blir det tre (..) og den siste blir bare en.

42 (de tegner de ulike kombinasjonene i stillhet en stund)

43 Cecilie  S3 kan hun sikkert ha s&nn kjeks og beger.

44 (de sporer fullstendig av og diskuterer kjeks/beger, strgssel, skje, miljghensyn,
softis osv.)

45 Anne N3 ma vi tilbake til oppgaven! Har vi regnet ut?

46 Bente Ma vi plusse eller gange?

47 Anne N3 ble jeg i tvil! Vi ma gange?

48 Bente Vi har syv alternativer. Hvordan far vi 24?

Her ser vi at elevene i fellesskap har funnet riktig antall kombinasjoner om de ser pa et ordnet
utvalg med tilbakelegging (39 + 41), altsa syv is-varianter som inneholder sjokolade, fem som
inneholder jordbzer (uten sjokolade), tre med vanilje (uten sjokolade og jordbeer), og til slutt
kun én som inneholder bare cola-eple. Til sammen blir det 16 kombinasjoner, noe gruppa ikke
regner ut her. Igjen sporer de litt av da Cecilie bringer valg av kjeks eller beger inn i samtalen
(43). Da Anne far gruppa til a konsentrere seg om oppgaven igjen (45), spgr Bente om de skal
plusse eller gange tallene de har fatt (46). Bente velger a kun nevne de syv kombinasjonene
med sjokolade, og sp@r gruppa igjen om hvordan de kan fa 24 (48). Fortsatt er gruppa pa jakt
etter tall som kan gi dem 24, og reflekterer ikke videre over de kombinasjonene de har funnet.
Ikke fgr de velger a lese oppgaven pa nytt, se pa inskripsjonene sine og legge bort 24, finner

gruppa de to Igsningene pa problemet.

Episoden hvor elevene jobbet med fire pafglgende tall, var preget av at elevene tidlig
spesialiserte problemet for a finne et mgnster. Her gikk de systematisk til verks og regnet ut
flere eksempler med sma tall (se figur 8). Dette viste seg a vaere en effektiv strategi som fgrte

elevene raskt til en antagelse om hva den generelle Igsningen kunne veere.

Utdrag 32 (deler av utdrag 10 og 11) Lgse problemet om fire pdfglgende tall
181 Bente Ja! Vi bare prgver noen og ser om vi finner et mgnster!
182 Cecilie  Da prgver vi de fire fgrste tallene; 1, 2, 3, 4.
183 Bente Hvordan skriver vi dette? Bare 1-2-3-4 ?
184 Cecilie  Ja, det hadde vi i stad, det blir 24.
185 Bente Ogsé pluss 1 (..) 25.
186 Anne Det blir ikke s&nne kvadrattall da? Nei, vi ma ta det riktig. Vi pr@ver noen
flere.
187 Cecilie N3 prgver vifra 2, altsd 2-3-4-5 .
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206 Anne Jeg tror det stemmer med kvadrattall! Vent da! Det gker med 6, 8, 10, 12 (..)
0Ok, la meg tenke!

207 (Anne leser oppgaven hgyt igjen)
208 Anne Vi far et kvadrattall og nar vi tar kvadratrota av det, sa far vi tall som gker med
to.

Etter at Bente foreslo a prgve noen tall for a se om de fant et mgnster (181), gikk elevene raskt
i gang med a lage en systematisk tabell hvor de skrev inn flere spesialtilfeller av problemet.
Anne kom tidlig med en antagelse om at resultatet ble kvadrattall (186), men foreslo selv a
preve ut flere spesialtilfeller for a vaere sikker (186). Etter a ha prgvd ut pafglgende tall med
starttall fra en til fem, tok Anne igjen opp kvadrattall (206). Hun hadde i tillegg observert at
kvadratet gkte med to for hvert nytt starttall (208). Etter dette var gruppa raske med a

generalisere problemet ved hjelp av CAS, og avsluttet oppgaven sa fort de hadde et resultat.

Ogsa i episoden hvor elevene jobbet med terningkastoppgaven, startet de med a regne ut
noen spesialtilfeller av problemet. Her hentet de ogsa frem tidligere kunnskap om
multiplikasjon av partall og oddetall, og kom raskt med en antagelse om hva Igsningen pa

problemet matte vaere.

Utdrag 33 (deler av utdrag 14 og 15) Lgse terningkast-problemet
278 Anne Jo, for ganging er jo bare a plusse flere ganger. Hvis du tar for eksempel
tre ganger to, da far du seks. Det er et partall. Da har du et oddetall ganger
et partall. Kan det vaere sa enkelt at om du ganger med et partall, sa blir
det et partall?

279 Camilla Det kan veere det. Ett partall, eller?

280 Anne Eller flere partall. Jeg vet ikke! La oss prgve!

281 Camilla Jo, for da ma det kunne deles pa et partall. Du dobler jo et tall, og da ma
du kunne dele pa et tall, og da er det partall.

282 Anne La oss si du har seks ganger (..)

283 Camilla =la oss si du har fem ganger tre, ikke sant. Det er femten. Ganger to, det
er tretti. Og det er et partall.

284 Anne Er det hver gang du far et partall? Funker det med to partall ogsa da? Det

gjor vel det?
285 Camilla To ganger to, fire ganger tre, (..)

286 Bente Vi skal finne sannsynligheten. Vi kan ha hvilket som helst tall pa den
farste, hvilket som helst tall pa den andre, men den siste ma vaere et
partall.

287 Anne Eh, ja? Ja! La oss ta tre ganger en ganger fem. Da far jeg femten, og det er
jo ikke (..)

288 Bente =ja, det er et oddetall.

289 Anne Og fem ganger fem ganger (..) ja, ja! Da er det jo bare a finne

sannsynligheten for at ett av tallene er et partall!
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4.2.4 Se tilbake

Det fjerde og siste steget i Polya (1957) sin modell, er 3@ se tilbake og revurdere bade
Igsningsmetoden man har brukt og resultatet man har kommet frem til. Ved a se tilbake pa
prosess og resultat kan man forsterke de erfaringene man gjorde underveis. Dette kan
inspirere til nye matematiske idéer, som igjen kan gi naering til elevenes videre

approprieringsprosess.

Her vil jeg presentere data som beskriver hvordan elevene jeg observerte avsluttet sine
episoder etter a ha jobbet med de fire ulike problemene. Polya (1957) skriver at mange elever
ser seg raskt om etter nye oppgaver nar de har Igst en oppgave, og med det gar de glipp av en
viktig og lzererik fase av arbeidet. Borgersen (1994) belyser ogsa hvor viktig denne siste delen
av prosessen er, og skriver at det er svaert verdifullt for elevene a reflektere over Igsningene
de har fatt, og de Igsningsprosessene de har veert gjennom. Den siste fasen til Mason med
kollegaer (2010) handler om at elevene ma se tilbake pa hva som har blitt gjort for a forbedre
og utvide sin matematiske tenking, og for a prgve og sette Igsningen de har funnet inn i en
mer generell sammenheng. | de fire episodene jeg valgte a bruke i min studie, avsluttet
elevene arbeidet sa fort de fant en Igsning, ogsa nar de var usikre pa om Igsningen var riktig.
| to av tilfellene utviklet elevene en generell Igsning pa problemet, men i begge tilfellene
skjedde dette f@grst etter sterk pavirkning fra meg. Jeg vil under presentere hva som

karakteriserte elevgruppas jobb med den siste fasen i hver av episodene fra transkripsjonen.

Aller fgrst presenterer jeg avslutningen av oppgave 12, fire hus pa rad. Elevene hadde jobbet
med denne oppgaven i cirka 20 minutter, og begynte a bli synlig slitne. De fikk litt hjelp av meg
til 3 samle tankene rundt en Igsning, noe som fikk dem til a sitte igjen med tallene 3, 2, 2 og 2.

Under ser vi transkripsjonen fra det siste halve minuttet av elevenes arbeid.

Utdrag 34 (del av utdrag 21) Se tilbake pd problemet om fire-hus-pd-rad

400 Anne Sa da blir det fgrste tre, det neste blir bare to, og to og to.

401 Cecilie Hva blir det da? Skal vi plusse?

402 Anne Eller gange?

403 Bente Hvorfor gange?

404 Anne 3+2+2+2 er(..)niog 3-2-2-2 er(..) 24. Da ma det bli gange, for vi har jo
tegnet mer enn ni. Da erdet 3-2-2-2 som er 24.

405 Bente Ja, det stemmer med det jeg har tegnet.

406 (de ler)

407 Dina Er det pause da!?
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Her ser vi at elevene er raske til & avslutte oppgaven og be om pause sa fort de har et tall de
kan presentere som Igsningen pa problemet de har jobbet med de siste tjue minuttene. De er
forngyde med a bruke 24 som Igsning da de har tegnet mer enn ni kombinasjoner i boka si,
som er det andre alternativet deres til Igsning (404). Dialogen mellom elevene gir lite uttrykk
for nysgjerrighet eller interesse for hvorfor det blir 24, heller ikke prgver de a tegne de 24 ulike
kombinasjonene av hus. De legger bare fra seg oppgaven, og anser seg som ferdig med den
og er klare for en ny oppgave (eller helst en pause). Det samme ser vi da elevene jobbet med
oppgaven om fire pafglgende tall. Her finner elevene et forslag til Igsning, og i Igpet av
sekunder har de konkludert og er klare for friminutt.
Utdrag 35 Se tilbake pd problemet om fire hus pd rad

254 Anne Svaret er kvadrattall!

255 (de skriver i boka si)

256 Anne Vi skjpnte det ganske fort! Og vi fant relativt fort den gkninga! Det er bare &
fa det inn i et uttrykk som er litt vanskelig.

257 Bente Selve oppgaven Igste vi ganske
258 Cecilie =~ Raskt! Enig!!
259 (de konkluderer i boka si og avslutter)

260 Cecilie N3 tar vi friminutt!

Denne oppgaven jobbet elevene med i cirka 30 minutter. Sa fort de har et forslag til Igsning,
legger de fra seg oppgaven og gar videre. Fra Anne ytret at Igsningen er kvadrattall (254), tar
det under ett minutt f@r Cecilie foreslar a ta friminutt (260). Heller ikke her ser elevene tilbake
pa hva de har gjort eller hvorfor svaret blir kvadrattall. De uttrykker kun at de Igste oppgaven

raskt (256, 257 og 258), og legger problemet fra seg.

| oppgaven om terningkast skal elevene finne sannsynligheten for at det blir et partall om du
multipliserer resultatene av tre terningkast. Her spesialiserer elevene problemet, og kommer
med en antagelse om at det ma vaere 50% sannsynlig at produktet blir et partall. Etter 3 ha

jobbet cirka 15 minutter med dette problemet, anser de seg som ferdige.

Utdrag 36 Se tilbake pd problemet om terningkast

310 Bente Men sa er det jo om det er regelen da? Hvis du bare ganger inn et partall,
sa blir det et partall?
311 Anne Ja, vi har jo ikke kommet pa noen eksempler hvor det ikke stemmer! For

hver gang du ganger et tall med for eksempel to, sa bli det et partall.
312 Cecilie Ja! Partall er jobare 2,4, 6, 8
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313 Anne = Hva heter det nar du deler opp tall? Sann der

314 Bente =faktorisering?

315 Anne Jal Da er jo fire det samme som to ganger to.
316 Bente Ja. Er det mer vi kan gjgre med oppgaven da?
317 (...)

318 Camilla Skal vi ga videre da?

Her ser vi at Bente sp@gr om Igsningen de har funnet er den generelle regelen for multiplikasjon
med partall (310). Anne mener at det ma det veere siden de ikke har funnet et eksempel som
viser det motsatte (311). | de neste ytringene er de inne pa det som kunne hjulpet dem med
a bevise antagelsen de har. Men fgr de kommer sa langt, foreslar Camilla at de skal ga videre
til neste oppgave (318). Heller ikke her bruker elevene tid pa a se tilbake og skape mening

rundt hva de har gjort i Igsningsprosessen.

| oppgaven om kuleis starter elevene med en hypotese om at Igsningen er 24 kombinasjoner,
som jeg har veert inne pa f@r (se 4.1.1). Da det svaret ikke er riktig, er hele Igsningsprosessen
til elevene preget av frustrasjon da de ikke klarer a tegne 24 kombinasjoner av iskuler. De er
innom antallene 10 og 16 flere ganger, som er de riktige Igsningene, men forkaster disse da
de hele tiden leter etter hvordan de kan fa 24. Da de etter et kvarter velger a lese oppgaven
pa nytt, en handling som kan sees pa som a se tilbake, finner de frem disse Igsningene igjen

og konkluderer raskt med at de har Igst oppgaven.

Utdrag 37 (utdrag 8) Se tilbake pd problemet om kuleis

79 Anne Kanskje vi skal lese oppgaven en gang til?

80 (de leser i stillhet)

81 Bente Kan det ha noe med at det ikke er fire kuler, men fire smaker? 4+3 er syv (..)
+2 erni(..)+1lerti.

82 Anne Det er hvis topp og bunn ikke har noe & si. Det er kun hvis det er smakene
som gjelder.

83 Cecilie  Men tell de kombinasjonene du har tegnet opp i boka. Hvor mange blir det?

84 Bente Fire, sa tre (..) det blir ti.

85 (de blir litt forvirret fordi de har tegnet litt rotete)

86 Bente Det blir ti kombinasjoner da!

87 Anne Da stemmer det vi gjorde i stad ndr topp og bunn hadde noe & si, for da fikk vi
syv, fem, tre og en? Da far vi 16. Det hgres jo rimelig ut det?

88 Bente  Ja, hvis rekkefglgen har noe & si!

Her ser vi at Anne foreslar at de skal lese oppgaven pa nytt (79). Dette gjgr at de ser pa

problemet med nye gyne, og ser pa hva de har tegnet av Igsninger i bgkene sine (83). De blir
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raskt enige om at de to Igsningene de allerede har funnet, kan besvare oppgaven (86 og 87).
De konkluderer med at de har to Igsninger, én for ordnet utvalg og én for uordnet utvalg (82
og 88). Herfra oppfordrer jeg dem til a generalisere problemet og finne en generell formel. Da
jeg var sveert delaktig i denne delen av episoden, velger jeg a ikke ta med noe fra denne delen
av elevenes arbeid. Analyse av dette er heller ikke ngdvendig for a kunne svare pa

forskningsspgrsmalene mine.

4.2.5 Oppsummering av hva som karakteriserte gruppas problemlgsningsprosess

Etter at elevene hadde lest problemet, brukte de liten eller ingen tid pa a forsta problemet og
legge en plan for Igsningsarbeidet. De brukte det meste av tiden de hadde til radighet i
explore-fasen, altsa a forspke a lgse problemet. Da elevene hadde funnet et svar de var

forngyde med, ytret de raskt gnske om a avslutte oppgaven og fa en pause.

4.3 Elevenes bruk av inskripsjoner, sprak og hverandre som medierende verktgy

| dette kapitlet gnsker jeg a se pa elevenes bruk av medierende verktgy, og hvilken rolle disse
spiller for elevenes muligheter for & appropriere matematiske begreper og idéer mens de
jobber med problemlgsningsoppgaver i smagruppa. Jeg velger i dette kapitlet a presentere og
analysere hvilke medierende verktgy jeg kan observere at elevene benytter i sitt
problemlgsningsarbeid, og jeg vil fokusere pa elevenes bruk av inskripsjoner, sprak og
hverandre som medierende verktgy. Resultatene mine vil jeg bruke for & besvare det tredje
forskningsspgrsmalet mitt, «Hvilken rolle spiller medierende verktgy for elevenes muligheter
for a appropriere matematiske begreper og idéer i problemlgsningsprosessen». Jeg har valgt
a dele dette kapitlet inn i to, hvor jeg i 4.3.1 presenterer og analyserer elevenes bruk av
inskripsjoner, og i 4.3.2 presenterer og analyserer jeg elevenes bruk av spraket og hverandre

som medierende verktgy.

4.3.1 Elevenes bruk av inskripsjoner som medierende verktgy
Elevene jeg observerte brukte inskripsjoner i varierende grad i alle episodene jeg har
analysert. | arbeidet med to av problemene, «Fire pafglgende tall» og «Kuleis», er det tydelig

at elevenes inskripsjoner har veert en avgjgrende stgtte for elevenes lgsningsarbeid. |
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oppgaven om terningkast |gste elevene oppgaven fgr de i det hele tatt skrev ned noe i

Notebook’en sin, og i «Fire hus pa rad» kan elevenes innskripsjoner ha virket villedende pa

elevene da de ikke hadde valgt en systematisk mate a tegne opp antall kombinasjoner p3, og

derfor fgrst kom frem til galt svar. | arbeidet med terningkastoppgaven virker elevenes notater

kun som nedskrivelse av hva de allerede har snakket om og regnet ut, og inskripsjonene

medvirker derfor tilsynelatende mindre som medierende verktgy som stgtter elevenes

appropriering av de matematiske begrepene og idéene i dette problemet. Dette skiller seg fra

den medierende rollen inskripsjonene spilte i elevenes arbeid med de tre andre problemene.

Jeg vil derfor presentere og analysere inskripsjonene til elevene fra «Fire pafglgende tall»,

«Kuleis» og «Fire hus pa rad».

| arbeidet med oppgaven om fire pafglgende tall, hadde alle elevene tegnet den samme

tabellen i bgkene sine, her vist med en side fra Bentes Notebook.
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Figur 13: Fra Bente sin Notebook
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Som vi ser over i figur 13, har elevene satt opp en systematisk tabell hvor de har spesialisert
problemet ved a finne produktene av fire pafglgende tall med starttall fra og med en til og
med fem. Utregningen har de notert ned i kolonne en. De har ogsa lagd én kolonne som de
har kalt «kvadrattall» hvor de har addert en til produktet av de fire pafglgende tallene. Den
tredje kolonnen har de kalt «rot», og her har de funnet kvadratroten av svaret fra forrige
kolonne. | tillegg har de i den tredje kolonnen notert ned differansen mellom de pafglgende
resultatene de har fatt. | dialogen mellom elevene virker det som om det er bruken av
inskripsjoner som medierende verktgy, altsa denne tabellen, som fgrer til at de raskt ser
Igsningen pa problemet. Det kan virke som om inskripsjonene her medvirker til et felles fokus,
og alle elevene i gruppa er delaktige i a Igse problemet. Vi har tidligere sett i utdrag 11 at Anne
ytrer fglgende lgsningsforslag etter at de har lagd denne tabellen; «Vi far et kvadrattall og nar
vi tar kvadratrota av det, sa far vi tall som gker med to» (208). Dette kan elevene lese rett ut
fra inskripsjonene sine. | tillegg har elevene brukt inskripsjonene sine til & generalisere
problemet ved a bytte ut de spesielle tilfellene med generelle faktorer. Til & regne ut dette,

brukte de CAS.

| elevenes arbeid med kuleisoppgaven, har jeg tidligere nevnt at eleven bestemte seg for et
galt svar helt i starten av Igsningsprosessen. Dette skapte utfordringer for dem, selv om
notatene deres viste at de skapte riktig mening rundt problemet. De tre elevene som jobbet
med denne oppgaven hadde ganske like notater, og jeg har valgt a ta med en side fra Cecilie

sin Notebook for a vise hvilke inskripsjoner elevene brukte i Igsningsarbeidet sitt.
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Figur 14: Fra Cecilie sin Notebook

@verst pa arket ser vi at Cecilie har skrevet ned 4!=4-3-2.1=24. Dette var Igsningen elevene
bestemte seg for helt i starten av arbeidet med dette problemet. Inskripsjonene i nederste del
inneholder begge Igsningene pa problemet, bade Igsningen for uordnet utvalg med
tilbakelegging og for ordnet utvalg med tilbakelegging. Disse inskripsjonene lagde elevene
ganske tidlig i arbeidet sitt, men de forkastet Igsningene de ga dem. Da de senene i episoden
leste oppgaven pa nytt og sa pa hva de hadde tegnet i boka si, konkluderte de raskt med riktig
Igsning pa problemet. Over, i figur 14, ser vi til venstre i Cecilie sine notater at hun har skissert
opp alle kombinasjoner av iskuler om rekkefglgen pa kulene ikke teller, men hun har ikke
notert ned summen av disse kombinasjonene selv om hun har illustrert de ti kombinasjonene
med forbokstaver pa smaker (4+3+2+1=10). P4 hgyre side har Cecilie skrevet det jeg antar
er antall kombinasjoner av iskuler om rekkefglgen har noe a si. Jeg tolker inskripsjonen hennes
som at sjokolade inngar i syv kombinasjoner, vanilje i fem kombinasjoner uten sjokolade,
jordbeer i tre kombinasjoner uten sjokolade og vanilje, og til slutt er det bare én kombinasjon
som kun inneholder cola-eple. Dette har hun summert til 16, et korrekt resultat pa antall

kombinasjoner i et ordnet utvalg med tilbakelegging. | utdrag 8 sier Cecilie i ytring 83: «Men
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tell de kombinasjonene du har tegnet opp i boka di. Hvor mange blir det?», noe som fgrer til
at Bente teller og svarer «Fire, sa tre (..) det blir ti» (84). Anne fglger opp Bentes svar og sier i
ytring 87 at «det blir 16 kombinasjoner om rekkefglgen har noe a si». Inskripsjonene samler
elevene og medvirker til en felles aktivitet etter Cecilie sitt utsagn. Her brukte elevene til slutt
inskripsjonene sine til 3 Igse problemet, og inskripsjonene spilte dermed en avgjgrende rolle i

elevenes Igsningsprosess.

| arbeidet med oppgave 12, Fire hus pa rad, hadde flere av elevene lagd inskripsjoner i bgkene
sine. Under har jeg tatt med et bilde fra Annes Notebook hvor vi kan se hvordan hun har prgvd
a tegne opp alle kombinasjonene av hus man kunne lage etter premissene som var lagt for

oppgaven.

Figur 15: Fra Anne sin Notebook

Vi ser at hun til venstre har lagd en oversikt over hvor mange kombinasjoner vi kan fa om vi

kun bruker to farger; med hvit og rgd er det to, med hvit og gul er det ogsa to, og det samme
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gjelder for kombinasjoner med rgd og gul. Under denne opptegningen, har hun notert antall
plasser man kan sette to hvite hus, to rgde hus og to gule hus, altsa tre. Jeg antar at hun her
har glemt at om du har to hus med samme farge, og de kan plasseres pa tre forskjellige mater,
kan de to andre fargene bytte plass og vi far derfor seks kombinasjoner. Jeg tolker det
innringede femten-tallet som at hun har summert de kombinasjonene hun har skrevet opp i
venstre marg, og at hun deretter har prgvd a tegne opp de antatte femten kombinasjonene.
Da hun ikke har gatt systematisk til verks, sa har hun ikke fatt med alle kombinasjonene. |
tillegg har hun skrevet opp noen av kombinasjonene flere ganger (for eksempelilinje 9 og 15).
Her villeder inskripsjonene elevene til & komme frem til galt svar. @verst pa arket har Anne
tegnet de fire husene. Inni disse har hun skrevet tallene 3, 2, 2 og 2. Jeg antar at dette er antall
farger som er tilgjengelige for hvert enkelt hus om de star slik som pa tegningen, noe som er
riktig tenkt. Nederst til venstre har Anne satt to streker under tallet 24, og det er produktet av

disse fire tallene og ogsa den riktige Igsningen.

4.3.2 Elevenes bruk av spraket og hverandre som medierende verktgy

Jeg har valgt & kun presentere utdrag fra elevenes arbeid med oppgavene «Kuleis»,
«Terningkast» og «Fire hus pa rad», da arbeidet med pafglgende tall var preget av at elevene
Ilpste oppgaven raskt, hovedsakelig ved hjelp av inskripsjoner. Da elevene jobbet med is-

oppgaven, var tre av de fire medlemmene av gruppa til stede.

Utdrag 38 (inneholder utdrag 6 og 7)

56 Bente Men kan vi se pa det vi gjorde i stad?

57 Anne Kan vi se etter et mgnster? Jeg tror det har noe med fire ogsa tre ogsa to ogsa
en a gjgre.

58 Bente Ja! Men skal vi gange eller plusse?

59 Anne Hva er logisk hvis du har fire smaker?

60 ()

61 Anne Hva er logisk hvis du har to smaker? Hvor mange muligheter har du da?

62 ()

63 Bente Da har du tre (..) Sjokolade med sjokolade, vanilje med sjokolade og sjokolade

med vanilje (..) Det er tre!
64 Anne Det kommer an pa hvilken rekkefglge du har de i! Henger du med?

Her ser vi at Bente fgrst foreslar for gruppa at de kan se pa hva de har gjort tidligere (56), og

slik leder hun gruppas oppmerksomhet til inskripsjonene de har tegnet i bgkene sine. Da spgr
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Anne om de kan se etter et mgnster (57), og felger slik opp forslaget til Bente om a se tilbake.
Deretter stiller Anne gruppa et monitorerende spgrsmal; «Hva er logisk hvis du har fire
smaker?» (59). Hun fglger raskt opp med to til da hun ikke far svar: «Hva er logisk hvis du har
to smaker? Hvor mange muligheter har du da?» (61). Her virker Annes spgrsmal som
medierende verktgy som far gruppa til 8 komme videre i approprieringsprosessen, og Bente
responderer pa spgrsmalet ved 3 komme med et forslag til Igsning (63). Ytringene til Anne
medvirker ogsa til felles fokus og aktivitet i gruppa. Videre ser vi i neste utdrag at alle de tre
elevene, gjennom det de sier og gj@r, virker som medierende verktgy da de alle stiller

monitorerende sp@rsmal som driver lgsningsprosessen videre.

Utdrag 39 (deler av utdrag 8)

79 Anne Kanskje vi skal lese oppgaven en gang til?

80 (de leser i stillhet)

81 Bente Kan det ha noe med at det ikke er fire kuler, men fire smaker? 4+3 er syv (..)
+2 erni(..) +1 er ti.

82 Anne Det er hvis topp og bunn ikke har noe & si. Det er kun hvis det er smakene
som gjelder.

83 Cecilie  Men tell de kombinasjonene du har tegnet opp i boka. Hvor mange blir det?

84 Bente Fire, s& tre (..) det blir ti.

85 (de blir litt forvirret fordi de har tegnet litt rotete)

86 Bente Det blir ti kombinasjoner da!

87 Anne Da stemmer det vi gjorde i stad ndr topp og bunn hadde noe & si, for da fikk vi

syv, fem, tre og en? Da far vi 16. Det hgres jo rimelig ut det?

Utdraget starter med at Anne foreslar at de skal lese oppgaven en gang til (79), noe som
antagelig far gruppa til a se pa oppgaven med nye gyne. Bente fglger i hvert fall opp med et
viktig bidrag til I@sningen ved at hun retter oppmerksomheten mot at oppgaven spgr etter
antall kombinasjoner av fire ulike smaker pa to kuler. Hun fglger opp med a remse opp riktig
antall kombinasjoner (81), noe Anne responderer pa ved a papeke at det antallet gjelder hvis
rekkefglgen pa kulene har noe a si (82). Cecilie er ogsa delaktig i dialogen, og ber gruppa telle
kombinasjonene de har tegnet i boka si (83), noe Bente gjgr. Hun gir da enda en bekreftelse
pa at det er ti kombinasjoner nar rekkefglgen ikke har noe 3 si (84 + 86). Disse monitorerende
spgrsmalene og dialogen mellom elevene fgrer lgsningsprosessen fremover, og Anne bruker
denne dialogen til a fa en bekreftelse pa at det de tidligere hadde regnet ut stemte, altsa at
det ble 16 kombinasjoner om rekkefglgen hadde noe 3 si (87). Det elevene sier, hvordan de
formulerer seg og at de er lyttende til hverandre, medvirker til felles fokus og felles aktivitet.

Alle de tre elevene og deres monitorerende spgrsmal virker derfor som medierende verktgy
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for hverandre, og det er tydelig at de spiller en viktig rolle for gruppas muligheter for a

appropriere de matematiske idéene i lgsningsprosessen.

| oppgavene «Terningkast» og «Fire hus pa rad» var alle de fire elevene til stede, og alle var
delaktige i dialogen. Episoden hvor elevene jobber med husproblemet er preget av at gruppa
ikke hadde en plan for Igsningsarbeidet, men at de remset opp ulike kombinasjoner
tilsynelatende tilfeldig. Allikevel finner jeg tegn pa at elevene stiller hverandre monitorerende
spgrsmal, og av den grunn virker bade de og det de sier som medierende verktgy som driver
approprieringsprosessen fremover. Jeg vil under presentere og analysere to utdrag fra denne

episoden.

Utdrag 40 (del av utdrag 18)

322 Anne Ja, hva om vi begynner med hvitt, rgdt, hvitt, redt?

323 Bente Sa kan man gjgre motsatt. Vi kan ha rgdt, hvitt, rgdt, hvitt.

324 Anne Da er det ingen flere kombinasjoner vi kan ha med bare de.

325 (De andre bekrefter i kor)

326 Anne Da vil det si at med hvitt og r@gdt sa er det to mater. Sa da ma det bli det

samme om vi tar hvitt og gult?!
327 Camilla Ja, det blir to mater. Og det samme med rgdt og gult.
328 Anne Ja, men sa kommer det vanskelige at vi skal ha med alle fargene.

Her ser vi at Annes ytring (322) medvirker til at gruppa far et felles fokus pa problemet, og til
at gruppa deltar i en felles aktivitet, nemlig forenkling av problemet. Med det virker Anne og
det hun sier som medierende verktgy som hjelper gruppa i a skape mening rundt problemet.
Bente viser dette ved & fplge opp idéen Anne foreslo (323) ved a nevne den andre
kombinasjonen med de samme fargene. Like etter viser Camilla at hun ogsa har skapt mening
av det de to andre har sagt (327) ved a bekrefte at det blir to kombinasjoner nar du har to
farger. | utdraget under ser vi at det kan virke som at Bentes ytring tar Igsningsprosessen
videre, og med dette virker bade hun og det hun sier som et medierende verktgy for gruppens
mulighet til 8 komme videre i approprieringsprosessen.
Utdrag 41 (del av utdrag 19)
346 Bente OK, na har jeg det! Hvis vi tenker at vi skal ha to hvite hus, fins det da flere
mater 3 plassere det pa enn disse tre matene her? Hvitt, rgdt, hvitt, gult.
Hvitt, r@dt, gult, hvitt. Rgdt, hvitt, gult, hvitt?
347 Anne Vi kan bytte om pa r@gdt og gult, men hvitfargen blir stdende da. Sa vi kan

ikke flytte mer pa hvitfargen?! Eller den det skal vaere to med?
348 Camilla Neeeiii?
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349 Bente Da er det et mgnster her. Du kan ha to der, to her og sd ma du bytte pa dei
midten. Da er det tre. Sa to ganger H. Det er tre.

350 Camilla Sa gjor vi det med de andre ogsa, sa to ganger R, det er tre. Og to ganger G
er tre.

351 Anne Hvis vi summerer disse sa er ni pluss seks er 15. Da har vi ett tall.

Dette utdraget starter der Bente deler med gruppa at hun har skapt mening rundt deler av
oppgaven, og ved a remse opp antall mater man kan plassere de to husene som ma ha samme
farge (346). Ved a gjgre dette, virker bade Bente og ytringen hennes som et medierende
verktgy som medvirker til felles fokus i gruppa. Det ser i hvert fall ut som om Anne og Camilla
skaper mening rundt det Bente sier ved at de videre bidrar i dialogen og i den felles aktiviteten
om a lgse problemet. Det de alle tre ytrer er viktige bidrag i lgsningsprosessen, og de

matematiske idéene drives frem av dialogen og elevene i gruppa.

Oppgaven med terningkast ble Igst veldig raskt, og her var det szerlig Bente som virket som et
medierende verktgy ved a dele kunnskap hun hadde om emnet fra for.
Utdrag 42

269 Bente Er det ikke en sann regel i partall ogsa, at man ma (..) hva var den? Jeg

husker det er en regel som sier at hvis produktet skal bli et partall sa
matte det ganges med ett eller annet?

Med denne ytringen medvirker Bente til et felles fokus i gruppa, og elevene bruker denne
idéen til 3 resonnere seg frem til en riktig I@sning pa problemet. Her virker Bente som et
medierende verktgy for gruppa, og ved a dele hva hun mente a vite om emnet fra fgr, satte

hun i gang approprieringsprosessen i gruppa.

4.3.3 Oppsummering av gruppas bruk av medierende verktgy

Da elevene jobbet i smagruppa brukte de kommunikasjonen med hverandre for & skape
mening rundt de ulike matematiske begrepene og idéene som preget
problemlgsningsarbeidet deres. Denne kommunikasjonen, hvordan de formulerte seg og at
de var lyttende til hverandre, fgrte dem videre i approprieringsprosessen, og var avgjgrende
for at gruppa klarte a Igse de ulike problemene. | tillegg medvirket elevene inskripsjoner som
medierende verktgy som stg@ttet elevenes appropriering av de matematiske begrepene og

idéene i arbeidet med problemene.
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5 Diskusjon

| dette kapitlet vil jeg samle tradene fra det foregaende kapitlet, og se pa resultatene fra
analysen i lys av forskningsspgrsmalene mine som jeg presenterte i kapittel 1.2. Jeg har valgt
a dele dette kapitlet inn i tre delkapitler, hvor hver del tar for seg hvert av de tre
forskningsspgrsmalene i den rekkefglgen som de ble presentert. Jeg vil svare pa de tre
forskningsspgrsmalene, og diskutere hvordan mine funn forholder seg til teorien og

forskningslitteraturen jeg presenterte i kapittel 2.

5.1 Smagruppas problemlgsningsstrategier i Igsningsprosessen

Gjennom observasjonen og analysen av smagruppas arbeid med de fire problemlgsnings-
oppgavene, er elevenes strategibruk synliggjort. Dette gjgr at jeg kan svare pa det fgrste
forskningsspgrsmalet mitt; «Hvilke problemlgsningsstrategier kan identifiseres i dialogen
blant elevene i en smdagruppe ndr de samarbeider om G Igse problemlgsningsoppgaver?». For
a svare pa dette spgrsmalet vil jeg fgrst diskutere gruppas strategibruk og lgfte frem gruppas
mest fremtredende strategier, blant andre «se etter et mgnster», «lag en systematisk tabell»,
«prov og feil», «tenk pa et liknende problem» og «lgs deler av problemet». Strategiene «se
etter mgnster» og «prgv og feil» ble observert brukt i alle de fire episodene jeg analyserte,
mens strategien «lag en systematisk tabell» ble observert brukt i tre av episodene. De
resterende strategiene fra manualen ble observert i én eller to av episodene, og her spilte
nettopp disse strategiene en avgjgrende rolle for elevenes Igsningsarbeid. For eksempel ble
strategien «tenk pa et liknende problem» kun observert brukt i elevenes arbeid med to av
problemene (terningkast og fire hus pa rad), men det var ved at elevene brukte nettopp denne
strategien at de fikk fremdrift i I@sningsarbeidet. | oppgaven om terningkast hadde noen av
elevene erfaring fra et liknende problem med partall og oddetall, og hadde denne erfaringen
med seg inn i problemlgsningen. | hus-oppgaven tenkte elevene tilbake pa hvordan de gikk
frem da de Igste kuleis-oppgaven som ogsa var en kombinatorikkoppgave. De brukte
erfaringene sine fra Igsningsprosessen med en tidligere oppgave til 8 komme videre i
prosessen med det nye problemet. For a bruke denne strategien, ma altsa elevene ha jobbet

med liknende problemer tidligere. Elevene i min studie hadde liten erfaring med
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problemlgsningsarbeid fra fgr, og det var derfor ikke sa overraskende at denne strategien

sjelden ble tatt i bruk.

Fra analysen og tabellene 3, 4, 5 og 6 (oversikt over strategibruk i elevenes arbeid med de
ulike oppgavene), kommer det frem at gruppa har brukt alle de ti strategiene i
kodingsmanualen i sitt problemlgsningsarbeid. Kodingsmanualen (tabell 1) er basert pa
Kongelfs (2011) kodingsmanual, og strategiene er ogsa identifisert i hans analyse av lzerebgker
i matematikk. Mine funn samsvarer med Kongelfs (2011) funn da jeg observerte at disse
strategiene var fremtredende ogsa i min studie. Noen av strategiene i kodingsmanualen, som
for eksempel «se problemet fra en annen side», ble observert kun ved et par anledninger i
min studie. Det kan skyldes at dette er en liten studie med kun én elevgruppe og analyse av
kun fire problemlgsningsoppgaver. Det ma ogsa legges til at Kongelfs studie var en studie av
strategier i l&erebgker. En annen grunn til at strategien «se problemet fra en annen side» ikke
ble benyttet sa ofte, kan vaere elevenes manglende erfaring med problemlgsning. Det er ifglge
Schoenfeld (1992) erfaringer med problemlgsning som danner elevenes grunnlag for a skape
matematisk mening, og som gir elevene tilgang til relevant informasjon. A se et problem fra
flere sider stiller krav til elevens tidligere erfaringer, og det fremkommer at elevene hadde

begrensede erfaringer med problemlgsning.

Flere av de strategiene jeg observerte i analysen av de fire episodene, kan knyttes til Borgersen
(1994), Mason med kollegaer (2010) og Polya (1957) sine naert beslektede problemlgsnings-
modeller. Det ble observert flere ganger at elevene i studien spesialiserte problemet ved at
de forenklet problemet og prgvde ut spesielle tilfeller, og dette fgrte dem til nye strategier
som a se etter mgnster, lage tabell og Igse et enklere problem. Dette er i trdd med Mason
med kollegaers (2010) teori om strategier i problemlgsningsarbeid. Schoenfeld (1992) nevner
«a forstd problemet» som en strategi, og fremhever i tillegg monitorering som en viktig
problemlgsningsstrategi. Disse er begge observert i min studie ved at elevene i noen tilfeller
leste oppgaven pa nytt og sikret seg at de hadde forstatt problemet, i tillegg til at de
kontrollerte det de hadde gjort ved at de stilte hverandre monitorerende spgrsmal underveis

i problemlgsningsprosessen.

A se etter mgnster var en strategi som elevene brukte i alle de fire episodene jeg har analysert.

Denne strategien ble ofte brukt etter at elevene hadde benyttet seg av andre strategier som
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spesialisering, lag en systematisk tabell og lag en illustrasjon, og bruken av denne strategien
ferte til fremdrift i Igsningsprosessen. Nar elever prgver ut flere enkle, spesielle tilfeller er det
lettere @ se mgnster og sammenhenger som kan lede dem til en generalisering (Mason et al.,
2010). | elevenes arbeid med de ulike problemene, og spesielt med problem 9 (fire pafglgende
tall), f@rte bruken av denne strategien elevenes lgsningsprosess tydelig fremover. Det a
oppdage og a jobbe med mgnster og sammenhenger er en kreativ handling, og det er
ngdvendig med matematisk kunnskap i dette arbeidet (Mason et al., 2010). | dette tilfellet
fant elevene tallmgnstre med kvadrattall og partall etter at de hadde spesialisert problemet
og satt resultatene opp i en tabell. Det var tydelig at elevene hadde de matematiske
erfaringene de trengte for a se mgnstrene som fgrte dem videre til en generell lgsning av

problemet.

Tredje trinn i Borgersens (1994) syvtrinnsmodell er kvalifisert gjetning gjennom prgving og
feiling. Denne strategien gjgr at elevene far en bedre oversikt over problemet, og blir ofte
brukt etter at elevene har modellert problemet. Elevene i smagruppa benyttet seg ofte av
denne strategien, men det kunne virke som om prgvingen ikke var szerlig systematisk siden de
ofte prgvde ut tilfeldige tall og kombinasjoner. Dette kommer seerlig til syne i elevenes arbeid
med problem 8 (kuleis) og problem 12 (fire hus pa rad). Med mer problemlgsningserfaring vil
jeg anta at elevene utvikler denne strategien og bruker den mer formalstjenlig. Kongelf (2011)
erfarte at «a dele opp problemet i flere deler» er den mest eksemplifiserte tilnaermingen til
problemlgsing i leerebgkene han analyserte. Elevene brukte denne strategien, kalt «lgs deler
av problemet» i kodingsmanualen, i to av episodene jeg analyserte. Det var fgrst da elevene
tok i bruk denne strategien i de to kombinatorikkoppgavene (kuleis og fire hus pa rad) at de
klarte a se en Igsning pa problemene. Ved 3 Igse deler av oppgaven, virket det som om elevene

skapte mer mening rundt problemet, og dette fgrte dem videre i Igsningsprosessen.

| denne studien har jeg identifisert problemlgsningsstrategiene elevene brukte da de jobbet i
smagruppa, og svaret pa forskningsspgrsmal 1 er at elevene brukte alle strategiene i
kodingsmanualen, samt flere av strategiene som er nevnt i problemlgsningsmodellene til

Borgersen (1994), Mason med kollegaer (1992) og Polya (1957).
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5.2 Smagruppas problemlgsningsprosess

| den andre delen av diskusjonen vil jeg svare pa det andre forskningsspgrsmalet mitt; «Hva
karakteriserer gruppas problemlgsningsprosess?». Jeg vil begrunne svaret ved a knytte
analysen av hvordan elevene jobbet i de fire stegene i Polyas (1957) modell (forsta problemet,
lag en plan, gjennomfgr planen og se tilbake) opp mot relevant teori og forskningslitteratur
fra blant andre Borgersen (1994), Mason med kollegaer (2010) og Polya (1957). Jeg har i det
teoretiske rammeverket for oppgaven ogsa presentert Schoenfeld (1985, 1992) sin studie av
nybegynnere og erfarne problemlgsere, og analysen jeg har gjort av elevenes arbeid, viser at
de er gode representanter for nybegynnere slik Schoenfeld (1992) beskriver dem. Dette vil bli

diskutert naermere her sammen med andre kjennetegn pa elevenes problemlgsningsprosess.

| analysen kom det frem at gruppa brukte lite tid pa a forsta problemet og legge en plan for
Igsningsarbeidet. | arbeidet med «Fire hus pa rad» gikk elevene rett over i giennomfgrings-
fasen etter at de hadde lest problemet. Dette er i trad med bade Mason med kollegaers (2010)
teori om hvordan elever jobber med problemlgsning, og Schoenfelds (1985, 1992) funn. | alle
de tre modellene papekes det at problemlgseren bgr bruke hensiktsmessig nok tid i disse
fasene for @ danne et godt utgangspunkt for @ mest mulig effektivt a Igse problemet, og her
ber de sikre seg at de har forstatt oppgaveteksten, begrepene og betingelsene. | gruppas
arbeid med et nytt problem, var det litt varierende hvordan elevene gikk i gang. |
oppstartsfasen av kuleis-problemet, spgr Anne gruppa om de har skjgnt oppgaven etter at
denne har blitt lest hgyt. Da apner hun opp for at de som eventuelt ikke har forstatt
problemet, kan spgrre om det de lurer pa. Allikevel blir de bare enige om at de har forstatt
problemet, og gar sa videre. De bruker ikke tid pa a gjenkjenne hva som er kjent, og hva som
er ukjent (Polya, 1957). Det kan vaere grunnen til at de i denne episoden brukte mye tid pa a
forfglge et galt svar. | oppgave 10 om terningkast, oppsummerer Anne oppgaven samtidig som
hun avklarer begrepet «produkt». Hun avslutter ytringen sin med et «enig?» rettet til de andre
i gruppa. Borgersen (1994) sier at problemlgseren ma forsta oppgaveteksten og definere de
ulike ordene og begrepene, og det er nettopp det Anne gjgr her. | oppstarten av samme
problem, fglger Dina opp Annes ytring ved a foresla en spesialisering av problemet, og spg@r sa
om hun har forstatt det riktig. Mason med kollegaer (2010) sier at nettopp spesialisering kan
veere til stor hjelp i oppstarten av et problem. Mitt inntrykk, pa bakgrunn av analysen, er at

det er litt tilfeldig hvordan elevene starter arbeidet med et nytt problem. De virker ikke
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bevisste pa at arbeidet de legger ned her, legger grunnlaget for hvor effektivt de kan Igse
problemet senere (Mason et al., 2010). Det er ogsa uklart om elevene vet hva som ma gjgres
for a finne en Igsning, og jeg kan derfor ikke se at elevene har lagd en plan for Igsningsarbeidet

(Polya, 1957).

Ifglge Mason med kollegaer (2010) gar prosessen med a Igse problemet inn i
giennomfgringsfasen nar elevene fgler de har forstatt problemet og gjort det til sitt eget, og
denne fasen varer helt til problemet er Igst. Som nevnt tidligere tilbrakte elevgruppa det
meste av tiden de hadde til radighet i denne fasen. Gruppa brukte tiden sin her til 3
spesialisere, se etter mgnster og deretter generalisere. Elevene i gruppa hadde ulik
personlighet i tillegg til ulik matematisk kompetanse, og dette kan vaere arsaken til at jeg
observerte at to av elevene til tider bidro mer mens de to andre da ble litt passive og trakk seg
tilbake. Dette kan vaere en av utfordringene nar elever skal samarbeide i ei gruppe, ifglge
Ashman og Gillies (2013) og Rogat og Linnenbrink-Garcia (2011). Allikevel er hoved-inntrykket
mitt at gruppas arbeid var kjennetegnet av samarbeid og inkludering. Alle elevene bidro i
stgrre eller mindre grad i hver episode, og hver enkelt elev kom med viktige bidrag som fgrte

gruppas lgsningsprosess videre.

Borgersen (1994), Mason med kollegaer (2010), Polya (1957) og Schoenfeld (1992) papeker
alle viktigheten av a reflektere over Igsningen og lgsningsprosessen etter at problemlgseren
har kommet frem til en Igsning. Dette er en viktig og leererik fase, men mange elever ser seg
istedenfor om etter nye problemer eller avslutter arbeidet sa fort de er ferdig med en oppgave
(Polya, 1957). Jeg sa ingen tydelige tegn til at elevene i min studie reflekterte over lgsningen
de kom frem til. Derimot observerte jeg at de raskt avsluttet arbeidet og ytret gnske om a ga
videre sa fort de hadde et svar. Dette kan igjen ses i sammenheng med elevenes erfaringer fra
tidligere oppgavelgsning i matematikktimene hvor malet ofte er, etter elevenes egne ord i
intervjuene, «a gjgre flest mulig oppgaver fortest mulig». Det er ogsa i trad med Svingen og
Gilje (2018) som papeker at norske elever har mest erfaring med a Igse rutineoppgaver. Det
er ogsa viktig a papeke at elevene i gruppa var satt sammen av elever med ulikt faglig niva, og
derav var ikke den matematiske erfaringsbakgrunnen den samme hos alle de fire elevene
(Schoenfeld, 1992). Elevenes problemlgsningskompetanse har en sammenheng med elevenes
faglige niva i matematikk (Kongelf, 2011). Dette kan ogsa vaere grunnen til at elevene bidro

ulikt inn i problemlgsningsprosessen.
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Det oppsummerende svaret pa forskningsspgrsmal 2 blir da: elevenes problemlgsnings-
prosess kjennetegnes av at de starter med 3 lese problemet, velger raskt en retning for
arbeidet og holder pa denne store deler av tiden de har til radighet, ogsa i de tilfellene hvor
den ikke tar dem fremover. De bruker liten eller ingen tid pa a reflektere over

Igsningsprosessen eller resultatet de kommer frem til.

5.3 Medierende verktgy

| denne siste delen av diskusjonen vil jeg besvare det tredje forskningsspgrsmalet mitt;
«Hvilken rolle spiller medierende verktgy for elevenes muligheter for & appropriere
matematiske begreper og idéer i problemlgsningsprosessen?». Jeg vil begrunne svaret ved a
diskutere hvilken rolle de tre medierende verktgyene jeg lgftet frem i analysen, elevenes
inskripsjoner, spraket og hverandre, spilte for gruppas approprieringsprosess. Funnene fra
analysen vil jeg drgfte opp mot relevant teori og forskningslitteratur fra blant andre Arcavi

(2003) og Carlsen (2008, 2009).

Carlsen (2008) skriver at medierende verktgy har stor betydning nar elever jobber med
problemlgsning, et utsagn som stgttes giennom mine funn fra analysen av de fire episodene.
De tre medierende verktgyene spilte en avgjgrende rolle i elevenes problemlgsningsarbeid
ved at elevene, ved a bruke inskripsjoner, ulike ytringer og samarbeid i gruppa, og ofte i en
kombinasjon med hverandre, ble fgrt videre i approprieringsprosessen. | arbeidet med tre av
de fire problemene (kuleis, fire pafglgende tall og fire hus pa rad) brukte elevene aktivt
inskripsjoner for 8 komme videre i Igsningsarbeidet, og analysen av episode 8 (kuleis) og
episode 9 (fire pafglgende tall) viser at det var inskripsjonene som hjalp elevene med a finne
I@sningen pa problemene. Kombinert med det elevene ytret og samarbeidet dem imellom, var
det tydelig at tabellene og illustrasjonene de lagde fgrte dem videre i Igsningsarbeidet, og til
slutt til et resultat. Ifglge Carlsen (2009) kan inskripsjoner meduvirke til felles aktivitet og felles
fokus blant elevene nar de jobber i smagrupper, og dette fant jeg tydelige tegn pa da jeg
analyserte elevenes arbeid. Da elevene for eksempel samarbeidet om a Igse kuleisproblemet,
lagde de tidlig gode illustrasjoner av problemet. Selv om de brukte lang tid pa a ta disse i bruk,
var det til slutt disse inskripsjonene, kombinert med elevenes samarbeid og det hver enkelt
ytret, som gjorde at de til slutt skapte mening rundt problemet. Elevene kom med ytringer

som fikk gruppa til a fokusere, og ett eksempel var da Cecilie sa; «Men tell de kombinasjonene
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du har tegnet opp i boka di. Hvor mange blir det?», noe som fgrte til at Bente telte og svarte
«Fire, sa tre (..) det blir ti». Her virket Cecilie og det hun sa som et medierende verktgy for
gruppa, og sammen fant de det ene svaret de var ute etter. Carlsen (2008) skriver at nar eleven
kombinerer bruken av inskripsjoner og sprak, sa blir dette et medierende verktgy elevene kan
anvende i sin problemlgsningsprosess. Denne kombinasjonen sa jeg altsa at elevene benyttet

formalstjenlig flere ganger i arbeidet med de ulike problemene.

| arbeidet med «Fire pafglgende tall» var elevene raske til 3 lage en systematisk tabell hvor de
fylte inn spesialtilfeller av problemet. Denne tabellen hjalp dem med a se et mgnster, og de
leste Igsningen pa problemet rett ut fra denne. Anne ytrer tidlig «Vi far et kvadrattall (...)».
Dette kunne hun lese rett ut fra tabellen sin. Dette funnet stgtter Arcavis (2003) utsagn om at
nar elevene bruker inskripsjoner, kan det hjelpe dem til lettere a forsta problemet, og i noen
tilfeller fgre direkte til lgsning og bevis. Det ble tydelig i analysen at elevenes inskripsjoner
hjalp gruppa med a visualisere og representere matematiske idéer pa en mate som gjorde

disse mer tilgjengelige for @ skape mening rundt de fire problemene.

Da elevene jobbet med hus-oppgaven, viser analysen at de ikke var sa systematiske og
ngyaktige i sin illustrasjon av problemet. De hadde noen gale nedtegnelser, og her villedet
inskripsjonene gruppa til 8 komme frem til galt svar. Problemet ble etter hvert Igst ved at jeg
stilte elevene et monitorerende spgrsmal som fikk elevene til a3 se pa oppgaven og
illustrasjonene sine med nye gyne, og dette virket som et medierende verktgy (Saljo, 2001)
som fikk gruppa videre i Igsningsprosessen og frem til @ finne Igsningen pa egen hand. |
arbeidet med terningkast brukte ikke elevene inskripsjoner som medierende verktgy, men her
kom bruken av hverandre og spraket mer frem. | denne episoden virket Bente som et
medierende verktgy for gruppa ved a dele hva hun mente a vite om partall og oddetall fra fgr,
og satte av den grunn i gang approprieringsprosessen i gruppa. Elevene i gruppa spilte her en
viktig rolle i hverandres matematiske lzering, da samarbeidet og diskusjonen med hverandre
hjalp elevene med a utvikle sine matematiske idéer og bidro til meningsskaping rundt

Igsningsprosessen.

Svaret pa det tredje forskningsspgrsmalet er derfor: inskripsjoner, spraket og hverandre, spilte
en avgjgrende rolle som medierende verktgy for gruppas muligheter for & appropriere

matematiske begreper og idéer i problemlgsningsprosessen.
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5.4 Oppsummering og konklusjon

Jeg har gjort flere interessante funn i mine observasjoner av en smagruppes arbeid med
problemlgsningsoppgaver. Det er ngdvendig a presisere at disse funnene ikke kan
generaliseres, da dette er en liten casestudie hvor jeg kun har sett pa ei gruppe med fire elever
og deres arbeid med et begrenset antall problemlgsningsoppgaver over syv gkter. | dette
kapitlet vil jeg oppsummere de viktigste resultatene fra analysen i forhold til

forskningsspgrsmalene mine.

| de fire episodene jeg analyserte, tok elevene i bruk alle de ti strategiene fra kodingsmanualen
(se 2.1.7). Noen strategier ble mer benyttet enn andre, og det var szerlig strategiene «prgv og
feil», «se etter mgnster», «lag en systematisk tabell» og «lag en illustrasjon» som var mest
brukt. Strategien med a jobbe baklengs observerte jeg kun én gang, mens a bruke digitale
verktgy ble brukt formalstjenlig i alle episodene. Elevene hentet ogsa frem verktgy som
spesialisering, visualisering, modellering og andre problemlgsningsstrategier de hadde erfart

hadde veert til nytte tidligere.

Mine funn viser at elevene jeg observerte ofte holdt fast pa sin fgrste idé, og brukte mye av
tiden de hadde til radighet pa a finne regnemater som kunne fgre dem frem til svaret de
gnsket. Etter at elevene hadde lest oppgaven, gikk de som regel umiddelbart i gang med 3 Igse
problemet, som regel uten a forsikre seg om at de hadde forstatt problemet eller lagd en plan
for Igsningsarbeidet. Mine funn viser ogsa at elevene brukte liten eller ingen tid pa a reflektere
over lgsningene de kom frem til, men uttrykte ofte et gnske om en pause eller en ny oppgave

sa fort de kom frem til et svar de var forngyd med.

Jeg observerte at elevenes bruk av strategier og medierende verktgy som inskripsjoner,

spraket og hverandre, pavirket fremgangen i elevenes Igsningsprosess positivt.
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6 Implikasjoner

6.1 Implikasjoner for videre forskning

Jeg har gjennomfgrt en mindre, kvalitativ casestudie hvor jeg observerte ei smagruppe pa fire
elever mens de jobbet med problemlgsningsoppgaver gjennom syv gkter. Jeg hadde ingen
kjennskap til elevene pa forhand, men alle de fire elevene hadde selv tatt initiativet til a vaere
med i studien. Det hadde vaert interessant a forske videre pa samme tema over en lengre
tidsperiode og i en full klasse. Da kunne jeg variert gruppestgrrelsen, utforsket ulike
gruppesammensetninger og observert elevenes eventuelle utvikling av problemlgsnings-
strategier over et lengre tidsrom. Elevene jeg observerte hadde ikke fatt oppleering i
problemlgsningsstrategier, monitorerende spgrsmalsstilling eller problemlgsningsmodeller
tidligere. De hadde ingen erfaring med a jobbe utforskende eller i smagrupper. Et spennende
forskningsbidrag kunne derfor vaere a gjennomfgre et problemlgsningskurs med hele klassen
for a bevisstgjgre dem pa formalstjenlige strategier, problemlgsningsmodeller og verdien av a
stille monitorerende spgrsmal, og deretter latt dem jobbe med samme type
problemlgsningsoppgaver og se hvorvidt denne kompetansen hadde bidradd positivt til

elevenes evne til 3 Igse problemene.

6.2 Implikasjoner for undervisning

Da vi ikke kan forvente at annen forskning vil fa akkurat de samme resultatene som jeg har
fatt i denne studien, kan ikke disse funnene generaliseres. Mine funn stgtter imidlertid
tidligere forskning pa samme emne, for eksempel Schoenfelds (1985, 1992) funn da han sa pa
erfarne og uerfarne problemlgsere. Studienes funn kan ogsa brukes til & bevisstgjgre lerere
pa hvordan elever bruker strategier og medierende verktgy i arbeidet med utforskende
oppgaver, og hvilke fordeler det kan gi at elevene jobber i smagrupper med slike oppgaver.
Na har ogsa fagfornyelsen tredd i kraft pa alle trinn i videregaende skole, og sammen med
funnene i studien min, samt resultater fra PISA-undersgkelsen (Kjaernsli et al., 2014), peker alt
mot at vi ma bruke mer tid pa problemlgsningsarbeid i klasserommet. Elevene bgr fa
oppleering i ulike problemlgsningsmodeller, problemlgsningsstrategier og hvordan de kan
stille monitorerende spgrsmal for a utvikle sin problemlgsningskompetanse. Strategiene som
er observert i denne studien kan sees pa som relevante med tanke pa problemlgsning og

dybdelzering i lys av fagfornyelsen.
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7 Egenrefleksjon

Arbeidet med denne masteroppgaven har veert utrolig lzererikt, samtidig som det til tider har
veert sveert krevende. Jeg kjenner pa en enorm stolthet og lettelse for 8 ha mestret fire ar med
studier samtidig som jeg har jobbet i full stilling som lzerer, en jobb som jeg har stortrivdes i
siden 1999. | Igpet av disse 24 arene i yrket har jeg sett hvordan elevmassen har endret seg
med tiden, og gnsket om a utvikle meg for a imgtekomme nye elevgrupper, og laere mer om
hvordan jeg kan engasjere alle elevene mine, har vokst seg st@rre i takt med disse endringene.
Dette studiet var virkelig det jeg trengte. Jeg har leert sa mye som jeg kan ta med meg tilbake
til klasserommet. Gjennom arbeidet med denne masteroppgaven har jeg sett verdien av 3
jobbe utforskende med elevene, sett hvor viktig det er a leere elevene gode strategier de kan
bruke i mgte med et matematisk problem, og virkningen av a stille monitorerende spgrsmal.
Jeg har blitt inspirert til & la elevene jobbe mer i smagrupper og leere av samarbeidet med
hverandre. Jeg har sett viktigheten av a la elevene std i et problem, og ikke haste videre for a
fa gjort flest mulig oppgaver. Det er mye leering i samarbeid, og a bruket dialog og inskripsjoner
som medierende verktgy. Den nye leereplanen lgfter frem dybdelzaering og problemlgsning i
bade overordnet del og kjerneelementene, og jeg kjenner at arbeidet med denne oppgaven
har gitt meg den tryggheten og kompetansen jeg trenger for a ta dette med inn i

klasserommet.
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(art. 5.1 b), ved at personopplysninger samles inn for spesifikke, uttrykkelig angitte og
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Vedlegg 2: Intervjuguide oppstartsintervju

Bakgrunnsspgrsmal
a. Kjgnn
Jente Gutt
b. Faglig bakgrunn (1P eller 1T)
1P 1T
c. Maloppnaelse i 1P/1T
1 2 3 4 5 6
d. Maloppnaelse i 2P
1 2 3 4 5 6
e. Forhold til faget pa en skala fra 1 — 5 hvor 1 er «hater det» og 5 er «favorittfag».

1 2 3 4 5

Erfaring med utforskende oppgaver i grupper

Pa en skala fra 1 -5, hvor 1 er «ikke i det hele tatt» og 5 er «sveert godt»;

a.

Hvor godt liker du 3 jobbe i grupper/ samarbeide med andre elever?

1 2 3 4 5
Vet du hva utforskende oppgaver er? Forklar!
Ja Nei
Har du erfaring med utforskende oppgaver fra fgr?
Ja, mye Litt Nei
Hvor godt liker du a jobbe med utforskende oppgaver?
1 2 3 4 5
Hvorfor/ hvorfor ikke?

Leering og motivasjon

™ "0 o0 T

Hvordan liker du best a jobbe i matematikktimene?
Hvordan laerer du nytt stoff best?

Hva motiverer deg i matematikktimene?

Hva gjgr du om du ikke forstar oppgaven med en gang?
Har du noen strategier?

Hva er dine forventninger til disse gktene?

Er det noe du lurer pa?
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Vedlegg 3: Intervjuguide gruppeintervju
1. Na har dere hatt deres siste matematikktime. Hva tenker dere om faget matematikk?
a. Kan du utdype det du sier? Begrunn/ kom med eksempler.
b. Hva er ggy/ kjedelig/ interessant?
c. Kan du gi eksempel pa dette?
d. La alle elevene fa si sin mening.
2. Hvilket tema liker dere best i faget?
a. Hva gjorde at du valgte a fremheve dette emnet?
3. Hvordan liker dere best a arbeide med matematikk?
a. Leerer underviser pa tavla
b. Gjgre oppgaver alene
c. Jobbe sammen med medelever
4. Hvordan oppgaver liker dere best a jobbe med?
a. Oppgaver som gar raskt
b. Tradisjonelle oppgaver hvor vi vet fremgangsmaten
c. Utforskende oppgaver
5. Hva forbinder dere utforskende oppgaver/ problemlgsning med?
a. Hva kjennetegner en slik oppgave?
b. Jeg tar frem kuleisoppgaven og bruker denne som utgangspunkt for den videre
samtalen.
c. Hvilke strategier kan veere nyttige a bruke i slike oppgaver?
d. Hva gjgr at disse er nyttige?
e. Hvavil det si & generalisere? Hva tenker dere dette ordet betyr?
6. Liker dere a arbeide pa denne maten som dere har gjort disse ukene?
a. Hva likte dere/ hva likte dere ikke?
b. Hva har dere lzert som dere gnsker a ta med videre?
7. Hva gjgr dere om dere ikke forstar en oppgave?
8. Hva gj@r dere om dere ikke klarer a lgse oppgaven?
9. Hvis du far til oppgaven, blir du motivert til & utvikle og generalisere et svar?
10. Hvis du far til en oppgave, blir du da motivert til 3 I¢gse andre oppgaver?
11. Nar spgr dere leereren om hjelp?
12. Bruke noe fra oppgavebgkene (loggen) a Kuleis.
a. Jegserdu gjorde slik. Kan du utdype dette mer?
b. Hva tenkte du her?
c. Hvordan kunne du generaliser?
13. Er det greit at vi tar frem en problemlgsningsoppgave na?
a. Hvatenker dere nar dere far en oppgave som dette?
b. Hvordan vil du starte opp?
c. Hvavil du gjgre sa?
d. Hva tenkte dere da dere Igste denne oppgaven?
e. Hvordan kom dere frem til dette svaret?
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Vedlegg 4: Samtykkeskjema
Vil du delta 1 forskningsprosjektet

«2P-elevers arbeid med problemlgsningsoppgaver nar de utforsker
Pytagoras leeresetning»?

Dette er et spgrsmal til deg om a delta i et forskningsprosjekt hvor formalet er a se hvordan
overgangen fra et tradisjonelt laeringsmiljg til et mer utforskende miljg pavirker den
kognitive delen av elevenes utvikling i matematikk, altsa elevenes lzring, elevers evne til a
utvikle egne Igsningsstrategier og elevenes resonnement i problemlgsningssituasjonen.. |
dette skrivet gir vi deg informasjon om malene for prosjektet og hva deltakelse vil innebzere
for deg.

Formal

Jeg @nsker gjennom mitt arbeid med masteroppgaven a se hvordan overgangen fra et
tradisjonelt leeringsmiljg til et mer utforskende miljg pavirker den kognitive delen av elevenes
utvikling i matematikk, altsa elevenes laering, elevers evne til & utvikle egne Igsningsstrategier
og elevenes resonnement i problemlgsningssituasjonen. Jeg vil observere den kognitive
utviklingen til hver enkelt av de fem elevene gjennom de ti gktene de skal jobbe med emnet
geometri. Spgrsmal jeg @nsker a besvare er: Hva karakteriserer elevenes matematiske
resonnement rundt problemlgsningsoppgaver? Pa hvilken mate bidrar elevene inn i gruppas
problemlgsningsprosess? Hva gjgr at det skjer en endring i elevens mate & jobbe med
problemlgsningsoppgaver pa? Hva gjgr elevene nar de er stucked? Tar elevene i bruk ulike
strategier for 8 komme videre nar de er stucked?

Hvem er ansvarlig for forskningsprosjektet?

Universitetet i Agder er ansvarlig for prosjektet.

Hvorfor far du spgrsmal om a delta?

Til denne undersgkelsen trenger jeg fem elever fra Vagsbygd videregaende skole som tar 2P
varen 2022. Du blir spurt fordi jeg sammen med din faglaerer Ragnhild Quist anser deg som
en elev som vil bidra positivt inn i et slikt gruppearbeid.

Hva innebarer det for deg a delta?

Hvis du gnsker a delta, innebaerer det at du blir intervjuet av meg fgr, under og etter de ti
enkelttimene du og gruppen din skal jobbe med utforskende oppgaver i geometri.
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Spgrsmalene vil vaere knyttet til hvordan erfaring du gjgr deg med a jobbe i grupper med
utforskende oppgaver. De ti gktene vil vaere sammenfallende med de ordinaere 2P-timene,
sa du og gruppen din vil da jobbe pa et eget rom. Jeg og Ragnhild samarbeider slik at dere
ikke gar glipp av undervisning i andre emner mens dere jobber med disse oppgavene. Dette
emnet er hentet fra laereplanen i 2P. Mens dere jobber sammen, vil jeg observere dere og
gjore lydopptak som jeg senere bruker til 3 analysere hvordan dere jobber. Alt av tid du
bruker pa dette er den timeplanlagte 2P-tiden (du ma altsa ikke bruke noe av fritiden din pa
dette).

Det er frivillig a delta

Det er frivillig @ delta i prosjektet. Hvis du velger a delta, kan du ndr som helst trekke
samtykket tilbake uten a oppgi noen grunn. Alle dine personopplysninger vil da bli slettet.
Det vil ikke ha noen negative konsekvenser for deg hvis du ikke vil delta eller senere velger a
trekke deg.

Ditt personvern — hvordan vi oppbevarer og bruker dine opplysninger
Vi vil bare bruke opplysningene om deg til formalene vi har fortalt om i dette skrivet. Vi

behandler opplysningene konfidensielt og i samsvar med personvernregelverket. Det er kun
meg, altsa Mona Emanuelsen, og min veileder pa UiA, Martin Carlsen, som vil ha tilgang til
opplysningene jeg samler inn. Jeg vil bruke fiktive navn og lagre alt innsamlet materiale pa
min jobbPC. Du vil altsa ikke kunne bli gjenkjent i min masteroppgave.

Hva skjer med opplysningene dine nar vi avslutter forskningsprosjektet?

Opplysningene anonymiseres nar prosjektet avsluttes/oppgaven er godkjent, noe som etter
planen er varen 2023. Da vil alle notater jeg har gjort meg og lydopptak slettes.

Dine rettigheter
Sa lenge du kan identifiseres i datamaterialet, har du rett til:
- innsyn i hvilke personopplysninger som er registrert om deg, og a fa utlevert en kopi
av opplysningene,
- afarettet personopplysninger om deg,
- afaslettet personopplysninger om deg, og
- asende klage til Datatilsynet om behandlingen av dine personopplysninger.

Hva gir oss rett til 3 behandle personopplysninger om deg?
Vi behandler opplysninger om deg basert pa ditt samtykke.
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Pa oppdrag fra Universitetet i Agder har NSD — Norsk senter for forskningsdata AS vurdert at
behandlingen av personopplysninger i dette prosjektet er i samsvar med
personvernregelverket.

Hvor kan jeg finne ut mer?
Hvis du har spgrsmal til studien, eller gnsker a benytte deg av dine rettigheter, ta kontakt
med:
e Universitetet i Agder ved Martin Carlsen (38 14 16 59).
e Vart personvernombud: Johanne Warberg Lavold Personvernombud@uia.no
Hvis du har spgrsmal knyttet til NSD sin vurdering av prosjektet, kan du ta kontakt med:
e NSD — Norsk senter for forskningsdata AS pa epost (personverntjenester@nsd.no)
eller pa telefon: 55 58 21 17.

Med vennlig hilsen

Prosjektansvarlig Masterstudent
(Forsker/veileder)
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Samtykkeerklzering

Jeg har mottatt og forstatt informasjon om prosjektet 2P-elevers arbeid med
problemlgsningsoppgaver nar de utforsker geometri, og har fatt anledning til a stille

spgrsmal. Jeg samtykker til:

a delta i intervju

a delta i spgrreskjema

a delta i lydopptak

a bli observert mens jeg jobber med disse oppgavene

oooa

Jeg samtykker til at mine opplysninger behandles frem til prosjektet er avsluttet

(Signert av prosjektdeltaker, dato)
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Vedlegg 5: Problemlgsningsoppgaver
Problemlgsningsoppgaver

Oppgave 1
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Birje vurderer & kjope en valpegard som bestér av seks gjerder

med bredde pa 61 cm.

Hva er arealet av valpegarden?

&‘VOI lang selvtrad trenger hun?

Oppgave 3

;Pi%[
e

Damia skal lage mansteret pa figuren ved & sy fast en selvtrad til et lerret.
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Bildet nedenfor viser et femkantet hyttevindu.

Den hyeste stolpen er 245 cm hey. Vinduet er

462 cm bredt. Hoyre kant av vinduet er 156 cm hgy,
Spissen pé venstre vindusflate treffer 129 cm over
underkant av vinduet og 85 cm til venstre for venstra
underkant av vinduet.

Beregn arealet av vinduet.

Fuglemyrhytta, Nordmarka i Oslo

Oppgave 4
Ane skal lage et kvadrat og en sirkel.
Bade kvadratet og sirkelen skal ha omkrets 1 meter.

a. Regn ut ngdvendige lengder til bade kvadratet og sirkelen.
b. Finn arealet av kvadratet og sirkelen.

Johan skal ogsa lage et kvadrat og en sirkel. Men Johan vil lage dem slik at arealet av de to
figurene er det samme, og at summen av omkretsene til de to figurene blir 2 meter.

c. Regn ut de ngdvendige sidene.
d. Finn arealet av de to figurene.

Oppgave 5

Oppgave 6

Nina inviterte 17 venner til middag og hun ga hver gjest et kort med et tall fra 2 til 18 og
beholdt nummer 1 selv. Da alle hadde satt seg, viste det seg at summen av tallene pa

kortene til hvert par ble et kvadrattall. Hvilket tall hadde Ninas bordkavaler?

Oppgave 7

Hva er verdien til h?
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(Running Tasks, gitt av fagleerer i kurset Ma-424)

Oppgave 8

Hanne skal kjgpe kuleis og kan velge mellom fire ulike smaker. Hun vil ha to iskuler. a) Hvor

mange mater kan hun velge isen sin pa? b) Hva om det er flere smaker a velge mellom?

(Waege & Nosrati, 2018, Motivasjon i Matematikk, side 107).

Oppgave 9

Hvilke tall oppstar nar du legger til 1 til produktet av fire pafglgende tall?

(Running Tasks, gitt av faglaerer i kurset Ma-424)
Oppgave 10

Du kaster en vanlig terning tre ganger. Hva er sannsynligheten for at produktet av

resultatene (antall gyne opp i hvert kast) er et partall?
(Abelkonkurransen, 1. runde, 2021)

Oppgave 11

| en klasse fikk 3/5 av guttene A pa prgve, og 7/10 av jentene fikk A. 2/3 av elevene som fikk
A var gutter. Finn forholdet mellom antall gutter og jenter i klassen.
(Running Tasks, gitt av fagleerer i kurset Ma-424)

Oppgave 12

Fire hus star pa rad. Hvert hus skal males hvitt, r@dt eller gult. P4 hvor mange mater kan det

gjeres hvis nabohus ikke skal ha samme farge?

(Abelkonkurransen, runde 1, 2009)
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Vedlegg 6: Transkripsjonsngkkel

Tegn Beskrivelse
= Elev overtar snakkingen mens en annen snakker.
(..) Lite opphold i snakkingen (2 sekunder).

Lengre opphold i samtalen/ tenkepause.

Tekst inni parentes beskriver hva elevene gjor nar de ikke snakker.

*%

Elevene ler mens de snakker

143



