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Forord

Etter mange ar i skolen greide jeg endelig a lgsrive meg og gjennomfgre masterutdanningen.
Egentlig har jeg grudd meg for selve oppgaveskrivingen, for jeg har hgrt sa mange si at det
var et fryktelig arbeid som bare matte gjgres. For meg har det vert utfordrende, spennende og
lystbetont hele tiden. Arbeidet har vert meningsfullt fordi det setter lys pa forhold i skolen
som man ikke sa lett ser i det daglige arbeidet.

Veilederne mine, Barbro Grevholm og Trygve Breiteig, har bidratt i sa mate. Takk til dere for
positivt og givende samarbeid gjennom hele prosessen.

En takk ogsa til medstudenter som har inkludert og vert sa hjelpsomme mot en
middelaldrende lerer. En spesiell takk til Odd Helge Mjellem Tonheim for godt samarbeid og
god hjelp gjennom det siste aret. Du har alltid tid til a tra til for a lgse problemer for alle i din
narhet.

Itillegg vil jeg takke min beste venn og mann, Noralf, for alltid & veere positiv og stgttende til
det jeg foretar meg.

Kristiansand 22. mai 2006

Hildegunn Espeland






Sammendrag

Arbeidet er en del av et flerarig forskningsprosjekt finansiert av Norges forskningsrad
innenfor KUL-progammet (Kunnskap, utdanning og lering). Formalet er a skape og studere
leringsfellesskap i matematikk - Learning Communities in Mathematics (LCM). Gjennom
disse haper man a kunne styrke undervisningen og pa den maten gi elevene bedre vilkar for a
leere matematikk.

I forbindelse med dette var det gnskelig a fglge elevenes utvikling blant annet gjennom
skriftlige tester. Testene ble gjennomfgrt pa 4., 7., 9. og 11. trinn. Oppgavene er diagnostiske,
og de ble tilrettelagt pa de ulike trinna ut fra malene i lereplanene.

Testene ble f@rste gang gjennomfgrt hgsten 2004 og gjentatt varen 2005 etter sma justeringer.
Elevene var de samme begge ganger. Denne oppgaven gar i hovedsak ut pa & sammenligne
resultatene fra disse to testrundene. I tillegg er det blitt foretatt oppgavebaserte intervjuer som
belyser elevenes tenkemate.

Testene som blir behandla og analysert i denne oppgaven, tar for seg emnene Tall og Algebra.
Forskningspgrsmalene som ble stilt var:

e Hva slags utvikling har det vert gjennom aret som kan leses ut fra de to testene?

® Hvordan er resultatene for enkeltoppgaver i LCM-testene i forhold til liknende tester
for L 977

¢ Hva slags kunnskaper har elevene utviklet, og hvilke problemer og misoppfatninger i
algebra og tallregning tar de med seg fra grunnkurset i videregdende skole?

Oppgavene ble analysert i lys av tidligere forskning. Resultater fra enkeltoppgaver ble
sammenlignet med liknende oppgaver fra tidligere studier. Resultatene fra de to testene ble
ogsa sammenlignet for a se pa utviklingen i matematikk gjennom skolearet.

En kort konklusjon er som fglger:

Bade pa 9. og 11. trinn har det vert framgang i gjennomsnittlig poengsum fra fgrste til andre
test. Oppgavene som utmerker seg positivt pa begge trinn, er oppgaver som tester spesifikke
mal i lereplanen som gjelder for trinnet. P4 9. trinn gjelder dette forenkling av enkle uttrykk i
algebra. P4 11. trinn gjelder dette funksjonsoppgaver. Selv om det har vert stor gkning i
lgsningsfrekvens for de nevnte emnene, er det likevel under 50 prosent pa 9. trinn og ca 60
prosent pa 11.trinn som behersker disse emnene, slik oppgavene er presentert i testene.

MX- og MY-elever ser ut til & utvikle seg parallelt, hvor MY -elevene generelt skarer lavest.

Det har vert liten framgang i oppgaver som tester forstaelse for og bruk av desimaltall. Dette
gjelder begge trinn.

Nar resultatene sammenlignes med tidligere undersgkelser, er tendensen at 9. trinn skarer
darligere enn elever pa samme alder for 10 ar siden. Nar det gjelder 11. trinn, kan disse
sammenlignes med 10. trinn 10 ar tilbake. Nar det gjelder misoppfatninger synes disse a vere
de samme som ble rapportert i KIM-undersgkelsen fra 1995 og 1996.



Summary

The Learning Communities in Mathematics (LCM) is a project which aims to design and
study mathematics teaching development for the improved learning of mathematics through
inquiry communities between teachers and didacticians who are researchers in the project. It
is supported by the Norwegian Research Board.

The project incorporates a longitudinal study of students’ achievement in 7 project schools
and feeds back to teachers the results of their pupils’ test performances to improve future
classroom activity. The tests were first carried out after the schools had started in Autumn
2004. The tasks are diagnostic and they were made to reflect the curriculum at the respective
grades. The students who were tested, were in grades 4, 7, 9 and 11

The tests were first carried out in Autumn 2004 and then, after some minor modifications,
repeated in the Spring 2005. The students were the same at both occasions. This gives
opportunity to compare the results and observe progress.

This thesis is mainly about analysing and comparing the results from the two tests in grades 9
and 11. In addition some students are interviewed to illuminate how the students think when
solving mathematics tasks.

The topics in the tests are algebra, and understanding of and use of numbers.

This thesis is searching to enlighten the following research questions:

® What development during the year is possible to read from the two tests?

e How well do the LCM-students perform compared with results from other studies with
the same tasks, carried out before the curriculum from 1997 was introduced in the
schools?

e What knowledge is evolved, and what problems and misconceptions in algebra and
understanding of numbers do the students have after leaving grade 117

The tasks were analysed in the light of earlier studies and theory. Main theories include
Kilpatricks proficiency theory, and theories of conceptual and procedural understanding.
Additionally the task results were compared with results from similar tasks in other studies.
The test results from the two tests were compared to evaluate the development and progress
during the school year.

In both grades there has been a positive development. The tasks, in which the level has been
noticeably raised, are tasks testing specific issues from the curriculum in the respective
grades. In grade 9 it is the case with simple algebra expressions, and in grade 11 the case with
functions. Even though there has been an increase in the number of students who solve these
tasks, below 50 percent solve them in grade 9, and only 60 percent in grade 11.

There has been only a small increase in the tasks testing understanding and use of the decimal
numbers. The performance in these tasks is not high in any of them. Compared with former
studies the tendency is that the scores in grade 9 are lower than in the former studies testing
students at the same age 10 years ago. Students in grade 11 have approximately the same
scores as the students in grade 10 in 1996.

The misconceptions found in the LCM project in both grades are closely the same as reported
10 years ago in a study called the KIM project (Quality in the Teaching of Mathematics).
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1 Innledning og problemstilling

Som laerer i ungdomsskolen og i videregaende skole gjennom mange ar, har jeg mgtt et
mangfold av elever. Alle har pa sitt vis leert meg noe. For noen elever har matematikken vert
lek og moro, mens andre har strevd og kjent seg makteslgse og utilstrekkelige.
Fagkombinasjonen min har ikke vart den mest vanlige siden jeg har fagene matematikk,
norsk, tysk og historie. Jeg har alltid likt jobben min, men det slo meg allerede de fgrste arene
at matematikktimene var helt annerledes enn de andre timene.

Uansett tema i de andre fagene, var elevene i stand til a delta i timene. Sjelden eller aldri
forekom utsagn som “’Dette er noe jeg aldri far til” eller ”’jeg kan ikke, for jeg er s dum”. Nar
de fikk tildelt oppgaver gruppevis eller individuelt, satte de i gang og viste en malretta
holdning. De var ikke i tvil om at innsatsen ville gi resultater.

I matematikktimene derimot var frustrasjonsnivaet ofte hgyt. Mange var overbeviste om at
matematikk, det var bare noe for de andre - for dem med anlegg og “mattehode”. Det har
krevd talmodighet og innsats fra meg som lerer, a sette meg ned og prgve a finne ut hvor
problemene ligger. De aller fleste har fortalt at det var ikke slik de fgrste skolearene, men etter
hvert falt de av lasset og aksepterte situasjonen slik den var. ”Foreldrene mine kan heller ikke
matematikk”, var ofte argumentet for a gi opp.

Derfor har det vart ekstra spennende & undervise tredje pabyggs klasser. Elevene i disse
klassene hadde matematikk da de gikk pa grunnkurs. Det andre aret hadde de ingen
matematikk, for sa a velge studieforberedende linje og fa matematikk pa ny. Etter & ha hatt et
ar uten faget synes det som om noen av fordommene i forhold til matematikkfaget er blitt
brutt ned. Det er ikke fa elever som har fatt et nytt syn pa faget og gledestralende har uttalt:
”Jeg kan jo likevel”. Dette har gitt inspirasjon og motivasjon til a sta pa og til aldri a gi opp
selv om mange selv tror de aldri kan lere.

Det har ogsa undret meg hvorfor det skal vaere sa vanskelig for noen, og ikke minst at ogsa
elever som vil studere matematikk videre og velger 2MX og 3MX, synes a ha sa liten
forstaelse for tall. Dette viser seg om og om igjen i brgkregning og regning med desimaltall.
Videre har det konsekvenser for algebraen nar de skal behandle rasjonale brgker og
faktorisere uttrykk. Det ble en aha opplevelse & lese rapporten fra TIMSS-prosjektet (Grgnmo,
Bergem, Kjernsli, Lie & Turmo, 2004) om de norske elevenes prestasjoner i den forbindelse.
Problemene jeg stod overfor i klasserommet, var ikke noe som var spesielt for meg. Det viste
seg a vere allmenne problemer.

Mange elever slutter med matematikk etter fgrste klasse i videregaende skole. I den
forbindelse kan man spgrre seg hva slags matematikkompetanse elevene tar med seg ut i livet.
Samfunnet blir mer og mer teknologisert, og spgrsmalet er hvordan enkeltindividet kan
vurdere argumentene som teknologene malbzrer.

Skovsmose (2005) taler om matematikk som handling. Han lister opp en rekke punkter sier
blant annet at matematikk kan legitimere tvilsomme beslutninger, og at den former verden
gjennom teknologiske konstruksjoner. Han peker ogsa pa at matematikk kan gi autoritet ved
at man bruker argumenter fra matematikken for & begrunne sine beslutninger. Derfor er det
viktig for bevaring og utvikling av demokratiet at vi har en befolkning som er matematisk
kompetent. Matematikk blir ofte oppfatta som absolutt, og det er derfor viktig & utvikle en
sunn og kritisk holdning til faget (Fitzsimons, Jungwirth, Maaf3 og Schloeglmann, 1996). Pa
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den ene siden ma man arbeide for a fa bort fordommer og aversjon mot faget, pa den andre
siden utvikle en sunn distanse. Det er viktig a peke pa at matematikkens kraft er begrensa, og
at matematiske argumenter i samfunnsdebatten ikke er udiskutable eller garanterer
troverdighet.

De gjeldende lereplanene i matematikk er individfokusert pa den maten at de har med
samfunnsperspektivet ut fra hva som er gagnlig ut fra individet. Fra L97 (KUF, 1996):

Den teknologiske utviklingen skaper nye muligheter, samtidig som den stiller oss overfor
utfordringer bade i og utenfor skolen. Innsikt og ferdigheter i matematikk er viktig for a
mgte og nytte denne teknologien. Dette er ogsa viktig for at elevene skal kunne bruke sine
kunnskaper til kommunikasjon i det moderne samfunnet. Kunnskaper og ferdigheter i
matematikk er et viktig grunnlag for aktiv deltakelse i arbeid og fritid og for a kunne forsta
og gve innflytelse pa prosesser i samfunnet. Matematikk kan vere et hjelpemiddel til a
mestre utfordringer for den enkelte (Ibid. s.153-154).

Og fra lereplanen for videregiaende opplering (KUF, 1999):

Ved hjelp av datamaskinene kan vi i dag utfgre beregninger som tidligere ville ha vert
uoverkommelige, og framveksten av datateknologien har derfor fgrt til at vi har et stgrre
behov for matematiske kunnskaper enn fgr. (...) Faget er i stadig utvikling; nye
forskningsresultater pavirker hele tiden samfunnsutviklingen, og nyvinninger innen
vitenskap, teknologi og samfunnsliv skaper nye oppgaver og utfordringer for
matematikken. (...) Selv de som bare er interessert i matematikkens anvendelser, ma skaffe
seg innsikt i fagets struktur og tenkemate for a forsta mulighetene og begrensningene (Ibid.
s.2)

I Kunnskapslgftet (2005) derimot er matematisk kompetanse ut fra et samfunnsmessig behov,
mer tydeliggjort:

Solid kompetanse i matematikk er dermed ein foresetnad for utvikling av samfunnet. Eit
aktivt demokrati treng borgarar som kan setje seg inn i, forsta og kritisk vurdere
kvantitativ informasjon, statistiske analysar og gkonomiske prognosar. Pa den maten er
matematisk kompetanse ngdvendig for a forsta og kunne paverke prosessar i samfunnet
(Ibid. s. 53).

Norske elevers lave prestasjoner pa de store internasjonale testene TIMSS (Grgnmo et al.,
2004) og PISA (Kjernsli et al., 2004) har i sterk grad satt matematikken pa den politiske
agendaen, og mange tiltak er satt inn pa flere nivaer.

Pa denne bakgrunnen ble jeg inspirert til a ga dypere inn pa didaktikk i forhold til faget. Da
jeg fikk muligheten til & fa veere en del av KUL- LCM prosjektet i Kristiansand i forbindelse
med masterstudiet, syntes jeg det var veldig interessant. Dette prosjektet er et longitudinalt
prosjekt hvor Hgyskolen i Agder samarbeider med skoler i omradet.

I grunnlaget for prosjektet blir det pekt pa at leereplanene bade i videregaende skole og
grunnskolen legger vekt pa fagets betydning bade for den enkelte i dagliglivet og for
individets mulighet for a delta i samfunnsdebatten. Likevel viser det seg at pa tross av
framtidsretta og nyskapende l@replaner, viser forskning at mange elever synes matematikk er
bade kjedelig og vanskelig og gar ut over deres fatteevne. I tillegg oppleves emnene ofte som
irrelevante i1 forhold til det elevene mener de behgver(Alseth, Breiteig & Brekke, 2003;
Kislenko, Grevholm & Lepik, 2006).

10
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LCM-prosjektet involverer didaktikere og forskere fra hgyskolen og l@rere fra skolene som
deltar i prosjektet. Det er unikt pa den maten at didaktikere jobber sammen med lerere pa de
forskjellige deltakerskolene. Det arrangeres verksteder hvor disse arbeider sammen 1 et
inkluderende l@ringsfellesskap basert pa inquiry (Fuglestad & Jaworski, 2005). Inquiry betyr
a stille spgrsmal, foreta undersgkelser, utforske sammenhenger, sgke informasjon og generere
kunnskap. Undersgkelsene omfatter matematiske aktiviteter i klasserommet, og verkstedene
er ment a inspirere og legge til rette for fornyelse i matematikkundervisningen. For a kunne
evaluere elevenes utbytte av dette arbeidet er det utarbeidet tester i noen av emnene for
matematikkfaget slik de er formulert i L97.

Problemstilling

Jeg har kommet inn andre aret i LCM- prosjektet. Mitt primare mal har vert a undersgke
elevers kunnskaper, begreper og ferdigheter i matematikk, og hvordan disse utvikles gjennom
et ar. For a oppna dette var oppgaven a analysere tester som elevene pa 9. trinn i grunnskolen
og elever pa grunnkurs i videregaende skole hadde varen 2005. Testene fra hgsten 2004 ble
bearbeidet av Irene Skoland Andreassen og er gjengitt i hennes masteroppgave fra varen
2005.

Siden jeg har to testresultater der elevene er de samme og testoppgavene identiske, kommer
spgrsmalet om det har veert noen utvikling gjennom skolearet som kan pavises ved de to
testresultatene. Det er ogsa interessant a se pa hvilke oppgaver elevene behersker godt og
hvilke de har problemer med. I tillegg vil jeg ta for meg algebraoppgavene og oppgaver hvor
elevene ma velge regneoperasjon.

Mine forskningsspgrsmal har derfor vert:
e Hva slags utvikling har det vert gjennom aret som kan leses ut fra de to testene?
® Hvordan er resultatene for enkeltoppgaver i LCM-testene i forhold til liknende tester
for L 977
® Hva slags kunnskaper har elevene utviklet og hvilke problemer og misoppfatninger i
algebra og tallregning tar de med seg fra grunnkurset i videregdende skole?

Arbeidet mitt er blitt temmelig omfattende, for det fgrste fordi det har vert veldig interessant
for meg, og for det andre fordi jeg, av ledelsen i LCM-prosjektet, er blitt oppfordra til &
presentere sa mange resultater som mulig. Prosjektet gar videre, og mitt arbeid kan vere av
interesse for de som kommer etter.
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2 Teori

Teoristoffet er delt inn i flere hovedgrupper. Fgrste delkapittel 2.1 tar for seg noen generelle
leeringsteorier som har hatt og fremdeles har stor betydning for livet i skolen. Neste
delkapittel 2.2. tar for seg matematikken og synet pa leeringsbegreper som er spesifikke for
faget. Deretter kommer matematikk-kompetanser og mathematical literacy. De neste
delkapitlene tar for seg teori i forbindelse med oppgaveanalysen.

2.1 Generelle Iz ringsteorier

Det finnes mange leringsteorier. Det fins heller ingen entydig definisjon pa lering. Grunnen
er nok at selve l@ringen er en svaert kompleks prosess, og det fins egentlig mange typer
lering. Derfor sier Romberg (1993) at utviklingen av de ulike teoriene blant annet avhenger
av hva slags type leering som har statt i fokus for forskerne. Dessuten kommer det an pa
hvilken filosofisk basis de har hatt, nar det gjelder synet pa selve lereprosessen.

Selv om vi kan gé langt tilbake i historien og finne lzringsteorier, er det teoriene utviklet i
forrige arhundre som fremdeles legges til grunn for nyere forskning. Viktige spgrsmal for alle
leeringsteoretikere har vaert: Hva er et menneske, og hvordan og nar oppstar lering? Noen
teorier har vert grunnleggende for andre teorier og hatt stor innflytelse pa hvordan skolen har
blitt drevet i landet vart. De viktigste i sa mate er behaviorismen, de kognitive teoriene og de
ulike formene for konstruktivisme.

2.1.1 Behaviorismen

En dominerende retning i bade psykologi og laeringsteori har vaert behaviorismen. Watson blir
regnet som grunnlegger og var den som kalte retningen for behaviorisme etter engelsk
behaviour som betyr atferd. Watson var inspirert av arbeidene til Ivan Pavlov og Edward
Thorndike og evolusjonslaren til Darwin. Pavlov var egentlig fysiolog og er kjent for sine
stimuli — respons forsgk med hunder. Han malte spyttsekresjonen til hunder nar de fikk synet
av mat. Maten var stimulus. Etter hvert ringte han med ei klokke samtidig med at maten kom.
Etter en tid kunne han ved a male spyttsekresjonen sla fast at klokka alene var blitt et
tilstrekkelig stimulus for a framkalle respons. Denne responsen kalte Pavlov betinga refleks.
Betinga siden han kobla stimuli pa bestemte mater. Disse ble sa betingelser for a fa den
responsen han ville ha fram.

Thorndike bygde videre pa Pavlovs arbeid og gjorde en rekke forsgk der han ogsa sa pa hva
som skjedde etter at responsen var avgitt. Han presenterte "The Law of effect” 1 1913 som
gikk ut pa at en far en sterkere forbindelse mellom stimuli og respons nar den etterfglges av
noe som oppleves positivt. Likeens vil en stimulus - respons sammenheng avta om den ikke
etterfglges av noe - eller noe som oppleves negativt. Denne loven er beskrevet i Edward Lee
Thorndike: Educational Psychology: Briefer Course (1914). Han var opptatt av undervisning
og underviste lererstudenter, men hadde ikke syn for at studentene skulle ut og praktisere
(Berliner, 1993). Han mente at all vitenskap matte utforskes i laboratorier og hadde en
usvikelig tro pa objektive, kvantitative metoder. Berliner refererer fra forordet til Journal of
Educational Psychology:

A complete science of psychology would tell every fact about every one’s intellect and
character and behavior, would tell the cause of every change in human nature, would tell
the result which every educational force ... would have. It would aid us to use human
beings for the worlds welfare with the same surety of the result that we now have when we
use falling bodies or chemical elements. In proportion as we get such a science we shall
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become masters of our own souls as we now are masters of heat and light. Progress toward
such a science is being made (Thorndike, 1910, s. 6).

Grunntanken er at psykologien kan bli vitenskap bare ved a tilpasse seg en naturvitenskapelig
empirisk modell. Introspeksjon som var den vanlige metoden den gangen, var ikke holdbar. I
”Psychology as the Behaviorist Views it”, sier Watson at det ikke finnes noe skille mellom
mennesker og dyr og videre:

The behavior of man, with all of its refinement and complexity, forms only a part of the
behaviorist’s total scheme of investigation (Watson, 1913).

Alle forsgk var rent empiriske i den forstand at det som ikke kunne méles og registreres rent
konkret, var ikke eksisterende. De avviste fri vilje, og leering var bare det som kunne males
som endring av atferd. Alt som ikke objektivt kunne males, var utenfor interesse for
vitenskapelig forskning. I samme artikkel tar han for seg standpunktene til
humanistpsykologene og deres kritikk av dyrepsykologi og dyreforsgk og vender disse
argumentene mot kritikerne. Han slutter av med at de tradisjonelle metodene som ble brukt i
forsgk i dyrepsykologi i seg selv er de sanne vitenskapelige metodene.

Watson utvida Pavlovs teori om betinga reflekser til ogsa a gjelde mennesker og mente at
tenkning - en mental aktivitet som ikke synes a involvere noen utilslgrt atferd - ikke er annet
enn indre tale (Watson, 1920).

Skinner og radikal behaviorisme

Skinner utvikla teorien videre. Han mente at mennesker kunne trenes /oppgves med teknikker
der en brukte stimuli og respons. Han gjorde blant annet forsgk pa rotter, der han fant ut at nar
de fikk belgnning nar de utfgrte en gnska handling, sa gjorde de handlingen hyppigere. Det
viste seg at de ikke behgvde belgnning hver gang for a fortsette atferden. Den kunne vere
tilfeldig, men matte vere hyppig. Dersom belgnningen sa ble tatt helt bort (straff), avtok
hyppigheten av den gnskede atferd eller stoppet helt opp. Dette overfgrte han til mennesker.
Han fant ut at mennesker har en tendens til & gjenta atferd som forbindes med positiv
belgnning. Atferd uten belgnning avtar eller forsvinner helt. Dette var helt i trad med
Thorndikes teorier. For Pavlov begrenset stimulus - respons forsgkene seg til klassisk
betinging. Det vil si at responsen begrenset seg til medfgdte reflekser. Skinner derimot
snakker om operant betinging eller forsterkning. Det vil si at responsen pa alle typer stimuli
kan bli betinga.

Dette betyr at vi kan fa den atferden vi gnsker ved hjelp av de rette stimuli. Behaviorismen
har som utgangspunkt at betinging fgrer til at vi leerer, og at det gjelder hele dyreriket. Den
radikale behaviorismen nadde sitt hgydepunkt i USA i 1930 &rene. For psykologiens del var
det slik at psykologi var synonymt med vitenskapen om atferd (von Glasersfeld, 1997).

Skinners teorier fikk stort gjennomslag 1 undervisningssammenheng. Det var en enkel modell
for undervisningsopplegg og laereplaner. Han var kritisk til maten ny kunnskap ble presentert
for elevene, og da spesielt at en mengde stoff ble presentert for en hel gruppe elever med
forventning om at alle skulle mestre det samme. Utgangspunkt for dette var i fglge datteren at
han hadde vert pa skolebesgk hos den yngste datteren i 1953 (Vargas, 1987). Hans teori
derimot var at hver elev individuelt behgver s sma steg framover at det er mulig a fglge med.
Konsekvensen var at det ble utviklet store innl@ringsprogram hvor undervisningsstoffet ble
brutt ned i sa sma deler at den som skulle lere, alltid skulle beherske hver del og kjenne
tilfredsstillelse med a lykkes (programmert undervisning). Det var ogsa et poeng at responsen
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skulle komme raskt. Det ble ikke snakket om differensiert undervisning, men at enkelte elever
trengte mer tid enn andre.

Siden lering bare er endring av atferd, er det viktig a ha pre- og posttester for a registrere
endring, det vil si lering. For didaktisk forskning innenfor det behavioristiske paradigmet
betydde det at alle forsgk var ”laboratorieforsgk”. Pa grunn av det strenge kravet til
objektivitet, var det viktig at alle forhold som kunne virke inn, var kontrollerbare.

Synet pa lering er sveert optimistisk. Ved iherdig arbeid for & bygge opp assosiasjoner, bit for
bit, kan eleven lere hva som helst. Det som er viktig, er at eleven far ga fram i eget tempo og
far riktig stimulering.

Neobehaviorisme

Samme positive leringssyn finner vi hos neobehavioristene. Suppes (1975) definerer
neobehaviorisme - ganske uformelt riktignok - og sier at den bevarer kjennetegnet pa
behaviorismen som gar pa stimulus og respons, men tar i tillegg opp i seg indre strukturer
som en ikke kan observere. P4 den maten er det i neobehaviorismen i motsetning til klassisk
behaviorisme i orden &:

...postulate a full range of internal structures, ranging from memory hierarchies to language
production and language comprehension devices that cannot be, from the standpoint of the
theory, directly observed. (Ibid. s. 270)

Gagné blir regnet som en av neobehavioristene. Han utviklet sin teori om laering i 1950 arene.
Han introduserte tanken om et l@eringshierarki som en modell fra topp til bunn. Nar en skulle
undervise et emne, var det viktig a sette seg ned og finne ut hva slags grunnlag elevene matte
ha for at de skulle kunne vere i stand til & mestre den nye kunnskapen. Han antar at disse
grunnkunnskapene ma vare av ulik kvalitet slik at det fins et hierarki av leringstyper (Orton,
1992).

Gar vi sa fra toppen i hierarkiet har

vi: Eegler av hevere orden

Problemlgsning (problemlzsning)
e Regler, prinsipper og

definerte begreper Eegler

Konkrete begreper

o

e A skille mellom begreper
Stimulus — respons
forbindelser

Begreper
£ skille mellom begreper

Grunnleggende former for lering
All ny lering, mente han, bygde pa det en (stimuli-respons forbindelser)
hadde lert for. Forutsetning for & komme
videre oppi hierarkiet var at man behersket
kunnskapstypen pa trinnet under.
Fra ham har vi ogsa det sakalte mursteinsprinsippet. All kunnskap er bygd opp som en mur,
og manglet noe underveis, ville det oppsta hull i muren. Dette har fatt konsekvenser for
undervisningen pa den mate at for a bgte pa svakheter, sa har en gvd mer pa det en ikke kan.

Figur 2.1: Leeringshierarki (Gagné, 1985, s. 55)
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2.1.2 Kognitive teorier

Som overskriften sier, fins det ogsa mange kognitive teorier. Behaviorismen tok ikke hensyn
til det som foregikk inne i mennesket. Lering var bare det som objektivt kunne observeres
som endret atferd. Kritikken mot behaviorismen gikk pa det snevre synet de hadde pa lering
og menneskelig utvikling. Det som burde undersgkes, burde vere hvordan mennesket tenker,
og hvordan og hvorfor det tilegner seg kunnskap. Selv om Watson tar for seg tenkning, og
forklarer den i forhold til hvordan introspeksjonistene tolker den, sa munner det ut i at
tenkning er ”subvocal behavior”. Slik han tolker den, er tenkning en respons pa visse stimuli.
Den mest avanserte tenkningen sammenligner han med den atferden rottene viser nar de blir
satt inn i en komplisert labyrint for fgrste gang. Nar de endelig far tak i maten, slapper de av
og legger seg til & sove. Det samme gjelder mennesket som sies a handle verbalt (Watson,
1920).

Behavioristene mente at alt kunne forklares ved hjelp av stimuli — respons modellen. Innenfor
behavioristisk leringsteori hadde tenkning, refleksjon og mentale prosesser ingen betydning.
Et av hovedpunktene i kritikken var at mennesket er svaert sammensatt og pa grunn av spraket
hadde en helt spesiell status i forhold til dyrene.

Derfor var ikke resultater fra forsgk med dyr direkte overfgrbare pa mennesker i alle
sammenhenger. Synet pa kunnskap den gang var at det var noe statisk som la der latent og
bare matte oppdages.

Det fins mange innfallsvinkler og kognitivisme som sadan omfatter mange teoretiske
perspektiver. Det som er mest interessant i denne sammenhengen, er konstruktivismen.
Teorien om at mennesket ikke er en passiv mottaker av kunnskap, men en aktiv utgver som
selv konstruerer en forstaelse av omverdenen ut fra den informasjonen som er tilgjengelig.

Logisk konstruktivisme

Hovedtanken her er at den kognitive utviklingen er en utviklingsprosess. Kunnskap er ikke
medfgdt - den laeres. Mennesket ses pa som en aktiv organisme som selv konstruerer sin
kunnskap gjennom aktivitet ut fra de mentale forutsetninger det har pa gitte tidspunkt.

En av dem som virkelig rager i denne sammenhengen og som legger vekt pa de mentale
prosessene er Jean Piaget. Han var opprinnelig biolog, men fattet interesse for barns
tenkemate da han sammen med Binet arbeidet med intelligenstesting av barn. Han
konkluderte med at det ikke var barna som ikke strakk til pa testene — det var spgrsmalene
som var feil. Han oppdaget i stedet at barns syn pa verden hadde likheter med
verdensforstaelsen til mennesker i primitive kulturer. Dette synet var preget av magisk filosofi
og animisme (Hundeide, 1985).

Han fant altsa at det skjer en utvikling hos mennesket. Han har selv oppsummert kjernen i sin
kunnskapsteori i samtale med Jean Jean-Claude Bringuier:

I think that all structures are constructed and that the fundamental feature is the course of
this construction: Nothing is given at the start, except some limiting points on which all the
rest is based. The structures are neither given in advance in the human mind nor in the
external world, as we perceive or organize it (Piaget, 1977, s. 63 referert hos Glasersfeld,
1997).

Dette stred mot den tids oppfatning siden han mente at barn ikke var sma voksne med ferdig
kunnskap, men barn som skulle gjennomga en mental utvikling. Han undersgkte deres
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forstaelse av grunnleggende matematiske, logiske og fysiske begreper (Piaget & Inhelder,
1956). Han fikk ogsa i oppdrag fra Einstein & undersgke barns forstéelse av tid, hurtighet og
bevegelse, et arbeid som munnet ut i en logisk, matematisk teori om operativ intelligens.
Videre utarbeidet han ogsa en utviklingsteori, der han delte barns utvikling inn i ulike stadier.
Grunnlaget for a dele inn i stadier var at siden hvert individ fglger samme biologiske
utviklingsforlgp, sa vil alle ogsa gjennomga samme kognitive utvikling. Han bruker
begrepene kognitive strukturer som er mentale redskaper for kunnskap og erkjennelse, og
skjema som er indre forestillingsbilder. Disse er grunnelementer i strukturene og blir
konstruert av individet.

Han brukte teori fra biologien i arbeidet sitt med mennesker. Han hadde den grunnleggende
antakelsen at:

1. Det er en fullstendig avhengighet mellom levende organismer og miljget.

2. Miljg og organisme er i en kontinuerlig interaksjon.

3. Interaksjonen gar mot balanse og likevekt.

Selv hadde han gjort undersgkelser med blgtdyr. Han flyttet dem fra et miljg til et annet og sa
hva de gjorde for a tilpasse seg. De utviklet for eksempel flatere skjell nar de ble satt pa et
sted med sterkere strgmninger i vannet enn de var vant til fra fgr. Fra utviklingslaeren hentet
han begrepet adapsjon. Nar det gjaldt blgtdyrene, mente han at utviklingen av dem var
genetisk bestemt som en funksjon, men hva denne funksjonen til slutt ville produsere, avhang
av miljget. Det viktige er generelt at en organisme ma tilpasse seg og bli levedyktig i det
miljget den blir satt inn i. A tilpasse seg er a bli adaptert, og adaptasjon sier Piaget eksplisitt,
er ensbetydende med evnen til & overleve. Adaptasjon pa denne maten reflekterer ikke
miljget, men bare viser en mate a ikke komme i konflikt med det — & ikke gi opp (von
Glasersfeld, 1997).

Adaptasjon er et av begrepene Piaget bruker nar han skal forklare kognisjon. Pa begrepsniva
er det et spgrsmal om a oppna balanse slik at en unngar indre uoverensstemmelse.
Delprosesser pa veien mot a oppna adaptasjon er assimilasjon og akkomodasjon. Assimilasjon
er tilpasning av miljget, mens akkomodasjon er tilpasning av organismen. Dette vil si at nar
barnet opplever noe, innarbeides disse erfaringene i de skjemaene som allerede eksisterer,
altsa har vi en assimilasjon. Opplever da barnet etter en tid at det ikke er slik som en trodde,
ma skjemaet revurderes og rekonstrueres for a vere i takt med nye erfaringer. Denne
rekonstruksjonen er akkomodasjon. Ubalansen mellom de skjemaene en har, og nye
erfaringer skaper lering. Det er handling som skaper erfaringer, og erfaringer som skaper
kognitive skjema. Disse blir sa organisert i kognitive strukturer.

Den kognitive utviklingsprosessen hos et barn er en grunnleggende livsprosess som gar
parallelt med den biologiske. Den er hele tiden en tilpasningsprosess - adaptasjon. Drivkraften
er barns forsgk pa a forsta verden. De blir drevet av en indre motivasjon om aktivt a
kompensere for ytre forandring i forhold til indre struktur. Denne forandringen skjer enten 1
form av ytre handlinger eller indre operasjoner. Det som er viktig, er at barn selv gjennom
erfaring og utprgving ma oppdage og forsta begreper dersom de skal bli barnets egne. Ellers
kan en lett fa korrekte symptomresponser, uten at den underliggende strukturen er utviklet
(Hundeide, 1985).

Kunnskapen oppstar av handling, og derfor er aktiv deltakelse sa viktig. Piaget skiller mellom
to typer av kunnskap. Disse kaller han figurativ og operativ kunnskap. Den figurative
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kunnskapen er statisk og bestar av faktakunnskap, det vil si kunnskap om tingene selv.
Operativ kunnskap er ogsa kalt logisk tenkning.

Piaget utfgrte eksperimenter med barn pa den maten at han ngye planla aktiviteter for barna
som de gjennomfgrte mens han snakket med dem. Ut fra dette ble stadieteorien hans utviklet.
Grunnlaget for den var ideen om at alle gjennomgar den samme kognitive utviklingen, slik
som alle mennesker gjennomgar samme biologiske utvikling.

Det gjennomgaende er at ulike typer kunnskaper og ferdigheter ikke kan utvikles hos barn fgr
de er modne for det, eller har nadd et visst stadium. Denne teorien er blitt kritisert og en del er
har vist seg a vere feil, men var retningsgivende for leereplaner og undervisning i de fleste
land i lang tid.

I et tilbakeblikk pa arbeidet sitt sier Piaget i forordet til The Essential Piaget (Piaget, Vonéche
& Gruber, 1977)

My central aim has always been the search for the mechanisms of biological adaptation and
the analysis and epistemological interpretation of that higher form of adaptation which
manifests itself as scientific thought (Piaget, Voneche & Gruber, 1977, s XI).

Sosialkonstruktivisme

Piaget og Vygotsky var samtidige, men utviklet likevel helt forskjellige teorier selv om vi ofte
setter dem sammen innenfor kognitivismen. Forskjellen deres kan forklares ut fra bakgrunnen
de hadde. Piaget hadde biologien som utgangspunkt, og la av den grunn hovedvekten pa
strukturelle aspekter og pa universelle lover av biologisk opphav. Vygotsky derimot la vekt pa
kulturens betydning, sosial samhandling og den historiske dimensjonen nar det gjaldt mental
utvikling. Dessuten var Vygotsky langt foran sin tid nar han i teoriene sine legger sa stor vekt
pa at barns utvikling er avhengig av et asymmetrisk forhold til voksne (Ivic, 1989). I dag
regnes det som opplest og vedtatt at barn ikke kan utvikle seg normalt uten et tett og godt
forhold til andre mennesker.

Vygotsky argumenterer mot Piagets mening om at barns sprak er av to typer, egosentrisk og
sosial, og at den egosentriske avtar i utviklingsforlgpet. Han (Vygotsky) sier at
hovedfunksjonen til spraket er kommunikasjon og sosial kontakt. I starten er den global og
multifunksjonell, og i en viss alder blir den mer differensiert. Uansett om han ogsa snakker
om egosentrisk og kommunikativ tale, som Piaget, sa er det viktig for ham at begge former er
sosiale. Den egosentriske formen kommer som et hjelpemiddel for barnet til a inkorporere
tilleert atferd med sine indre personlige psykiske funksjoner (Vygotskij & Davydov, 1997).
Tankens utvikling, sier han, er bestemt av spraket. Det betyr at tanken er avhengig av de
lingvistiske verktgyene og av den sosiokulturelle erfaringen som barnet har. Og han er enig
med Piaget i at utviklingen av barnets logiske tenkning, er en direkte funksjon av dets
sosialiserte tale (Vygotskij & Kozulin, 1986), men snur saken i forhold til Piagets teori. Han
sier det sosiale kommer fgrst deretter det individuelle. Spraket er for ham en ren sosial
aktivitet i starten, men blir sa delt i to. Den egosentriske indre talen blir grunnlag for tanken
og den intellektuelle utviklingen, mens den ytre blir redskap for kommunikasjon. Han bruker
barns tegninger som eksempel. I starten gir de tegningene mening etter at de har sett hva
resultatet ble. Etter hvert som de utvikler seg, kan de pa forhand planlegge og si hva de skal
tegne (Vygotskij & Cole, 1978).

Behavioristene Watson, Thorndike og Skinner mente det var en direkte sammenheng mellom

stimulus og respons. Vygotsky satte inn et kognitivt redskap mellom dem. Dette mentale
redskapet kalte han ”sign” eller tegn. Dette gar ut pa barnet etter hvert leerer seg a erstatte
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fysiske ting med spraklige symboler i tankene. Et viktig begrep i Vygotskys teori er “mental
tools” - mentale verktgy. Disse er hjelpemidler til a Igse problemer og til & utfgre handlinger.
Et av de viktigste verktgyene er spraket, som er byggesteiner for tenkningen, og pa den maten
ogsa et verktgy i konstruksjon av kunnskap. Mens Piaget ser pa kunnskap som noe individuelt
og subjektivt, blir kunnskap for Vygotsky noe kollektivt som hgrer kulturen til, og som er
konstruert i samhandling med andre.

Et annet kjent begrep fra Vygotsky er hans tanker om den proksimale utviklingssonen.

it is the distance between the actual developmental level as determined by independent
problem solving and the level of potential development as determined through problem
solving under adult guidance or in collaboration with more capable peers” (Vygotsky,
1978, s. 86).

Siden utviklingen gar ut fra det sosiale, er det mange ting et barn er i stand til a utfgre
sammen med voksne fgr det er i stand til a utfgre det samme alene. I undervisnings-
sammenheng er denne sonen av stor interesse. For Vygotsky var det ikke viktig & undervise
bare det som han trodde barna ville forsta eller fa til. Det var viktig hele tiden a ligge foran
barnet, slik at det hadde noe a strekke seg etter. Forskjellen mellom det barnet kan pa egen
hand og det det kan sammen med andre, er denne utviklingssonen. Dette star i motsetning til
hva vi vanligvis forbinder med intelligens som nettopp tester barnet alene ved hjelp av et ngye
utvalg av oppgaver. Vygotskys utviklingsmodell signaliserer at alle har et utviklingspotensial
og evnebegrepet blir noe utviklingsretta, ikke statisk og fastlast (Imsen, 1998).

Any function in the child’s cultural development appears twice, or on two planes. First it
appears on the social plane, and then on the psychological plane. First it appears between
people as an interpsychological category, and then within the child as an intrapsychological
category (Wertsch, 1985, s. 163)

Som spraket er et viktig redskap for tenkning og handling, fins det ogsa andre redskap —
kulturelle artefakter. Gjennom historien viser det seg at mennesket har tatt i bruk stadig flere
slike artefakter. Det fgrste er naturligvis spraket og det skrevne ord. Alt som andre har brukt
arevis pa a finne ut av, kan man i dag finne i bgker, og man kan bygge videre pa det som
allerede er tilgjengelig. Likeens kan vare mentale funksjoner utvides ved hjelp av fysiske
hjelpemidler som kalkulator og andre datamaskiner. Slik bruk av artefakter kalte Vygotsky
mediering.

Dette er ogsa et grunnleggende begrep hos nyere laringsteoretikere, og betyr at tenkningen

ikke bare foregar i brukerens hode. Skal en forsta hva som foregar, ma man ogsa se pa
hvordan mennesket og artefaktene fungerer sammen, og da er vi over i sosiokulturell lering.
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Under er en sammenlikning av leringsteoriene. Tabellen er hentet fra ”Det handler om
leering” (Egeland, 2004)

Tabell 2.1: Sammenligning av leringsteoriene

Behavioristisk leringssyn Konstruktivistiske leringss
Kognitivistisk leringssyn | Sosiokulturelt lerings

Tett relasjon til pensum Tett relasjon til elevenes Tett relasjon til elevenes
(leeringsmal) forkunnskaper forkunnskaper og kulturelle
bakgrunn
Formidling av informasjon | Bearbeiding av Bearbeiding av
forestillinger i forhold til forestillinger i forhold til
en gitt representasjon lokale diskurser.
Aktivitetene er tett relatert | Aktivitetene er tett relatert | Aktiviteter er tett relatert til
til lerebgker og til primere kilder og materiale som konstrueres
arbeidsbgker. materiale som kan av elevene selv og av
manipuleres. materiell som kan
manipuleres.
Lererstyrt undervisning Aktivitetsstyrt Problem og aktivitetsstyrt
undervisning. undervisning.
Bredde og fragmentering. Resonnering med begreper | Dybde og integrasjon av
tema og begreper.
Rett svar. Dybde og integrasjon Resonnering med begreper i
ulike leringsfellesskap.
Prgver med vekt pa Tester med vekt pa Prosjektframlegging og
gjengivelse. forstaelse portefglje

2.2 Matematikk og kunnskap

Ovenfor er det blitt presentert noen leringsteorier. Disse brukes generelt og er ikke utviklet
spesielt med tanke pa matematikk, men de har dannet grunnlaget for pedagogisk og didaktisk
forskning.

Mange har drevet forskning med vekt pa lering av matematikk. Det Skemp blant annet peker
pa, som er spesielt med matematikken, er at emnene bygger pa hverandre. Han sier for
eksempel at det er umulig & leere algebra uten a beherske aritmetikk, siden algebra for en stor
del er generalisert aritmetikk. I fysikk kan man derimot leere om varme og lys uten a kunne
noe om lyd (Skemp, 1987). Dette krever at leeringen ma skje i en viss rekkefglge. Han sier
ogsa at:

Mathematics is the most abstract, and so the most powerful of all theoretical systems (Ibid.
s 17).

Han peker videre pa at matematikken derfor er et uunnveerlig verktgy for vitenskapsmenn og
mange andre yrkesgrupper. Likevel er det bare et potensielt verktgy, siden det er sa mange
som strever med matematikken og ikke far noe nytte av faget, fordi de bare har fatt med seg
mange utenatlerte regler. Det er ikke bare kjedelig og meningslgst. Det blir ogsa
problematisk siden usammenhengende regler er mye vanskeligere & huske enn en integrert
begrepsstruktur.

I forbindelse med ulike l@ringsteorier har det vart stor diskusjon om hvordan matematikk
leeres best. Lerere og didaktikere har veert bekymra pa grunn av at elevene viser sa stor

20



2 TEORI

forskjell i niva nar det gjelder kunnskap, forstaelse og ferdigheter. Det er derfor gjennom
arene blitt utvikla en rekke ulike leereplaner og undervisningsopplegg. Disse har variert alt
etter hva slags leringsteori en har lagt til grunn, og hva slags behov en har ment at samfunnet
har hatt. Et eksempel var den moderne matematikken som ble tatt inn i lreplanene som et
resultat av at USA mente seg forbigatt av Sovjetunionen etter Sputniksjokket 4. oktober 1957.

Uansett har hoveddiskusjonen gétt pa om en skulle vektlegge ferdigheter eller forstaelse. Ofte
er disse to blitt stilt opp som motsetninger. Derfor finnes det mye litteratur som gar pa a
definere disse to og samtidig finne ut hva slags forhold det er mellom dem.

2.2.1 Ferdigheter (prosedyrekunnskap) og forstaelse (begrepskunnskap)

Forholdet mellom prestasjon og forstaelse er et emne Piaget tar opp i sine senere arbeider. Her
skiller han mellom to typer kunnskap, nemlig praktisk kunnskap (savoire faire) og
begrepskunnskap. Forholdet mellom dem kan listes opp pa denne maten (Ivic, 1991):

® Begrepskunnskap kommer utviklingsmessig senere enn praktisk kunnskap og er basert
pa praktiske ferdigheter.

e Begrepskunnskap nar den oppnas, har den en tilbakevirkende effekt pa praktisk
kunnskap.

¢ De to typene har forskjellige formal: framgang nar det gjelder praktiske ferdigheter og
forstaelse.

Vygotsky har en hierarkisk tretrinnsmodell nar det gjelder kunnskapstyper. Det laveste nivaet
bestar av faktakunnskap knyttet til et spesifikt kunnskapsomrade. Pa det neste nivaet som han
kaller det instrumentelle nivaet, finner en alle komponenter som angar metoder, prosedyrer og
ferdigheter. Man kan si at dette nivaet har a gjgre med den operative siden av kunnskap. Det
hgyeste og mest abstrakte kunnskapsnivaet kalles det strukturelle nivaet. Pa dette nivaet dreier
det seg om at man er i stand til & tenke abstrakt, aksiomatisk og liknende innenfor ulike
kunnskapsomrader.

Hiebert og Lefevre (1986) sier at det a skille mellom prosedyre- og begrepskunnskap har spilt
en stor rolle ikke bare i matematikkdidaktikk, men ogsa i generell didaktikk. Selv om
benevningen av de to kunnskapstypene varierer fra teori til teori, sé er det mye overlapping og
en kan heller snakke om at en legger vekt pa ulike sider av samme sak, enn at en kan si at en
har oppdaget helt forskjellige ting. I deres terminologi vil Piagets praktiske kunnskap ga inn
som prosedyrekunnskap. Vygotskys to fgrste nivaer kan passe inn som prosedyrekunnkap,
mens den strukturelle kunnskapen tilsvarer begrepskunnskap.

Gjennom hele det forrige arhundre har diskusjonen om hva som er viktigst a vektlegge, gatt i
bglger. Hiebert og Lefevre nevner Thorndike som 1 1922 beskrev i detalj hvordan ferdigheter
skulle bli undervist for at kunnskapen skulle bli varig. Brownell opponerte i 1935 mot den
ensidige vektleggingen av a lere isolerte ferdigheter og argumenterte for at en skulle legge
gkt vekt pa forstaelse. Den samme diskusjonen fortsatte mellom Gagné som la vekt pa leering
av ferdigheter, og Bruner som snakket om “discovery learning”.

Definisjonen og sammenhengen mellom de ulike kunnskapstypene som Hiebert og Lefevre
(1986) skisserer, er ikke synonymt med noe av det som var gjort fgr, men bygger likevel pa
det som var skrevet i tidligere litteratur. De lister fgrst opp tre viktige forskjeller mellom
tradisjonell diskusjon og diskusjonen som pagikk i 1980-arene med stgrre vektlegging pa
kognitive teorier.
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1) Tradisjonelt har en, som tidligere sagt, diskutert hvilken av de to typene som skulle
vektlegges 1 undervisningen, og konteksten har vart undervisningsopplegg. Tanken
var at detaljerte planer ville danne basis for bedre og mer effektive
undervisningsopplegg, som igjen ville fremme den ene eller den andre typen
kunnskap. I 1980-arene derimot har temaet vert a beskrive ulike typer kunnskap og
forholdet mellom dem.

2) Historisk har de to kunnskapstypene vert distinkte. Det som er nytt er at forholdet
mellom begreps- og prosedyrekunnskap star i fokus. Moderne diskusjoner behandler
begrepene som distinkte, men ser dem som knytta til hverandre pa ulike mater.
Vitenskapsspraket til kognitiv vitenskap gjorde det mulig & forholde seg spraklig til
begge kategorier. Tidligere behgvde man forskjellige teorier for a uttrykke prinsippene
bak tilegnelse og bruk av de to kunnskapstypene. Na finnes det teorier og sprak som
handterer begge.

3) Fgr ble begrepene brukt bare pa kunnskap som var knytta til skolen. En var klar over
at barn kom til skolen med signifikante matematiske kompetanser, men begreps- og
prosedyrekunnskap ble ikke brukt for & beskrive den uformelle kunnskapen. Det har
senere Vvist seg at begrepene har veert nyttig ogsa i beskrivelsen av den uformelle
kunnskapen som barna bringer med seg til skolen og ogsa om lering i barnehagen.

A avgjgre hva som er den ene eller den andre typen kunnskap, er ikke alltid like enkelt i fplge
Hiebert og Lefevre. Det samme peker Baroody og Ginsburg (1986) pa selv om de har andre
begreper og setter hovedskillet mellom meningsfull og mekanisk kunnskap. Meningsfull
kunnskap er likestilt med semantisk kunnskap med implisitte eller eksplisitte kunnskaper om
begreper og prinsipper. Mekanisk kunnskap deler de videre i to kategorier nemlig
faktakunnskap og prosedyrekunnskap som gjelder regler og algoritmer (jamf@r Vygotsky
over). I studien deres (Baroody & Ginsburg, 1986) sier de at det ikke alltid er enkelt & skille
mellom dem. De undersgkte forholdet mellom tidlig meningsfull og mekanisk kunnskap i
aritmetikk. De viser til eksemplet N+0= ?. Barnet kan lere utenat at N+0= N eller de kan ha
en uformell regel om at det a legge ingenting til en mengde ikke forandrer mengden. De
presiserer ogsa at 5+5 =10 kan vere utenatlert og er da en mekanisk assosiasjon, eller barnet
kan telle gyne pa to terninger og oppdage at der er10 totalt som da egentlig er meningsfull
kunnskap, men som de likevel definerer til & veere mekanisk for a kunne gjennomfgre et skille
1 studien sin.

Hiebert og Lefevre mener likevel at det er nyttig a lage gode definisjoner som kan gjgre
begrepene anvendelige til a avdekke hvordan kunnskap er bygget opp.

Begrepskunnskap

Begrepskunnskap er i fglge Hiebert og Lefevre kunnskap som er rik pa relasjoner. Den er som
et nettverk der nettverket er like viktig som de enkelte delene av informasjon, og en enhet av
begrepskunnskap kan ikke vere en isolert informasjonsbit. Man kan bare ha slik kunnskap om
man kan se enkeltdeler i sammenheng med andre informasjonsbiter. Det som binder
nettverket sammen, er like viktig som selve informasjonsblokkene. Nettverket kan besta av
sma biter av informasjon eller av stgrre, som selv er nettverk. Konstruksjonen av slike
kunnskapsnettverk er en prosess som kan forega pa to mater:
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Konstruksjon av nettverk mellom allerede lagret informasjon.

Forskningslitteratur i didaktikk og psykologi har vist mange tilfeller der elever har fatt
ny innsikt nar isolerte informasjonsbrokker plutselig ses i sammenheng. Dette har ogsa
vert grunnlaget for Bruners “discovery learning” (Orton, 1992). En slik ny innsikt er
en dramatisk og signifikant, kognitiv reorganisering og i fglge Hiebert det samme som
okt begrepskunnskap.

Konstruksjon av nettverk mellom eksisterende kunnskap og ny informasjon.

Den vanligste termen for dette fenomenet har veart forstaelse. Nar en elev ser
sammenhengen mellom ny l&rdom og det som har vert undervist for, sier vi at eleven
har forstatt. Dette er ogsa det samme som Ausubel kaller meningsfull lering (Ausubel,
1968). Uansett hva det blir kalt, er det den prosessen som Piaget kaller assimilasjon.
Resultatet blir at ny kunnskap blir del av et eksisterende nettverk.

Det blir skilt mellom to nivaer for etablering av nettverk mellom brokker av matematisk
kunnskap.

Primeernivdet har vi nar forbindelsene har samme abstraksjonsniva som informasjonen
selv. Abstrakt er brukt for & si noe om i hvilken grad nettverket er knyttet opp mot en
bestemt kontekst. Graden av abstraksjon gker etter hvert som kunnskapen kan Igsrives
fra konteksten den fgrst var knytta til.

Refleksjonsnivdet har vi nar kunnskapen er Igsrevet fra konteksten, og en kan knytte
sammen enhetsinformasjon fra flere emner. En lener seg med andre ord tilbake og
oppdager det matematiske terrenget. Denne inndelingen likner pa Greenos definisjon
av forstaelse og Skemps oppdeling av intelligens i fglge Hiebert og Lefevre.

Poenget er at ikke alle nettverk av kunnskap er av samme type.

Prosedyrekunnskap
Det fins to forskjellige typer av slik kunnskap slik Hiebert og Lefevre definerer det:

Ren ferdighet i a forsta og bruke et sprak eller symboler, med andre ord en kunnskap
om form. Et avansert niva av dette inkluderer kunnskap om de syntaktiske utforminger
av matematiske bevis, men inkluderer ikke innholdet eller logikken i bevisene. Det er
viktig & merke seg at kunnskap om matematiske symboler og syntaks vanligvis bare er
en overflatisk kunnskap, og man behgver ikke ha noen meningsforstaelse.

Kunnskap om regler og algoritmer eller prosedyrer for a lgse matematiske problem.
De er trinnvise oppskrifter for a lgse oppgaver. En ngkkelegenskap er at de er
forutbestemt i en linezr sekvens. De kan ogsa bli sett pa som et produksjonssystem
med input og output.

Det kan ogsa vere nyttig a skille mellom to typer prosedyrer alt etter hva slags objekt de
operer pa. Et skille kan dras mellom objekter som symboler og objekter som er ikke-symboler
det vil si konkrete objekter eller mentale bilder. Det har vist seg at elever ikke behgver lang
tid pa skolen fgr de stort sett opererer pa symboler. De far oppsatte regnestykker og
manipulerer symbolene til de kommer fram til et svar.
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En annen type prosedyre er en problemlgsningsstrategi eller handling med konkrete symboler,
diagrammer eller andre objekter som ikke er standardsymboler i matematisk forstand. Ofte er
det slik at fgrskolebarn bruker slike strategier. Det har ogsa vist seg at skolebarn ofte bruker
dem, men da pa oppgaver som ikke har med skolen a gjgre.

En viktig egenskap ved prosedyrekunnskap er at den er strukturert i et hierarkisk system slik
at noen prosedyrer er inkorporert i andre som underprosedyrer. En fglge som er en trinn for
trinn prosedyre med flere underprosedyrer, kan kalles en superprosedyre.

Stgrste forskjellen mellom prosedyre- og begrepskunnskap er at prosedyrekunnskapen er
sekvensiell. Noe kommer etter noe annet. Begrepskunnskap derimot er et nettverk av
forbindelser av mange slag. Spgrsmalet er sa hvordan de definerte kunnskapene star i forhold
til meningsfull leering eller oppramsing og pugg.

Forholdet mellom de to kunnskapstypene

Dersom elever og studenter automatisk hadde knytta forbindelser mellom prosedyre- og
begrepskunnskapen, hadde det ikke vart ngdvendig a dvele ved dette emnet i det hele tatt,
Men det motsatte er ofte tilfellet. Selv om sammenhengene blir uttrykt og framstilt eksplisitt,
er det ikke gitt at elevene forstar eller ser ssmmenhenger. Det er selvsagt at uten kunnskap
kan man ikke skape forbindelser.

Hiebert og Wearne (1986) antar for eksempel at en kritisk sammenheng nar det gjelder
desimalbrgker, er ekvivalensrelasjonen mellom desimalbrgker og de tilsvarende vanlige
brgkene. A kunne se en slik sammenheng er umulig om en ikke har begrepskunnskap om
vanlige brgker. Carpenter peker pa at nar barn arbeider med a Igse enkle addisjons- og
subtraksjonsproblemer og gjennom det gker kompetansen pa omradet, sa gker som regel ogsa
begrepskunnskapen. Videre mener han at det er umulig a utvikle forstaelse for prosedyrer
uten a ha begrepskunnskap om emnet som basis (Carpenter, 1986). Nar barnet starter i skolen,
ser det ut til 4 vaere samsvar mellom prosedyre- og begrepskunnskap. A bruke konkreter i
skolen ser ut til & styrke sammenhengen (Davis, 1986; Yetkin, 2003). Utover i skolearene ser
det sa ut til at de to typene kunnskap fglger forskjellige utviklingslinjer. For eksempel kan
regning med desimaltall utfgres bare ved a bruke prosedyriske regler for manipulering av
symboler uten at de har begrepskunnskap om emnet (Hiebert & Wearne, 1986). Elevenes
handtering av algebraoppgaver utfgres ofte ved at de operer med symbolene i tillit til at
innleerte algoritmer fungerer. Det har vist seg at elever kan utfgre operasjoner som gar langt
utover deres forstaelse av de underliggende strukturene.

Kadijevich og Krnjaic (2003) peker pa at det har veert lite fokus pa undervisning med vekt pa
a skape forbindelser mellom de to kunnskapstypene. Vanligvis har vekten i undervisningen
blitt lagt pa prosedyrekunnskap og leering av algoritmer. Mange forskere har funnet at
prosedyrekunnskap kan legge grunnen for begrepskunnskap. For undervisningen betyr dette
at man vektlegger prosedyrekunnskap, og sa reflekterer over resultatene man far (Kadijevich,
2000). Likevel mener majoriteten av forskere at begrepskunnskap fremmer utviklingen av
prosedyrekunnskap og ferdigheter. Dette forutsetter at en ma skape mening for prosedyrene
en skal bruke, fgr en utfgrer dem. Det er denne tilnermingen Haapasalo og Kadijevich (2000)
promoterer i studien de gjorde, der de bruker metaforen om & seile ut fra kai i motvind. Ofte
tyr leerere til letteste vei, som oftest er & presentere et emne, lage en resept og sa la elevene
utfgre det resepten sier, uten & ha oppnadd forstaelse for hvorfor og hvordan resepten er laget.
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Nar en snakker om de to typene kunnskap, er det viktig a huske at begge er ekstremt viktige
for a bli kompetente i matematikk. God prosedyrekunnskap effektiviserer arbeidet med
matematikk, og man kan bruke den mentale kapasiteten til andre ting enn a prgve a lgse
oppgaver som er enkle a Igse med godt innleerte algoritmer og prosedyrer. Uten
begrepskunnskaper kan man aldri bli virkelig kompetent i matematikk. I tillegg til & fremme
god forstaelse, er begrepskunnskapen ekstremt verdifull gjennom nettverket det skaper
sammen med prosedyrekunnskap. Gode prosedyrer i matematikk avhenger alltid av
forbindelsene som elevene konstruerer mellom dem (Hiebert & Carpenter, 1992). Dessuten
kan man langt pa vei prestere godt pa tester hvor oppgavetypene er kjente, men kommer man
til problemlgsning, er begrepskunnskap avgjgrende for resultatet.

2.3 Matematikk- kompetanser

Matematisk kompetanse er karakterisert av forbindelse mellom begrepsmessig og
prosedyrisk kunnskap, mens matematisk inkompetanse ofte er mangelen pa denne
forbindelsen sa Hiebert & Wearne (1986). Det betyr at det er viktig a se helheter ikke bare ha
isolerte kunnskapsbrokker.

2.3.1 Mathematical profiency

Kilpatrick, Bass og Ball har utvikla et sett av begreper som til sammen uttrykker hva
matematisk kompetanse eller proficiency er (Swafford et al., 2001). Ordet proficiency ble
valgt fordi ordene competence og mastery var blitt sapass lada og forslitte i debatten om
matematikkundervisning i USA (Kilpatrick, 2004). De prgvde fgrst med mathematical
literacy, numeracy, mastery of maths, men endte opp med mathematical profiency. Slik de
definerer begrepet, kan det bli brukt til & definere laeremal pa ethvert trinn, og derfor kan
elever pa alle trinn bli malt opp mot disse. Begrepet kan ogsa bli brukt til a definere hva det
vil si a veere proficient i matematikkundervisningen, a vare en proficient leerer. De valgte a
ikke bruke Mathematical Literacy som begrep, men slik dette begrepet er definert i Ahmed et
al. (2001), passer det veldig godt med mathematical profiency (Kilpatrick, 2001).

Det ble ogsa laget en figur der hver delkompetanse er framstilt som en trad i en flette. Tanken
bak figuren er a illustrere at delkompetansene ikke kan ses isolert. Til sammen involverer
begrepet fem ulike “trader” eller delomrader, som alle ma vere tilstede samtidig for at man
kan definere hva det vil si a veere matematisk proficient (som videre blir oversatt med
matematisk kompetent). De fem omradene er:

Conceptual understanding
Procsedural fluency
Strategic competence
Adaptive reasoning
Producktive disposition

Nk L=
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Figur 2.2: Mathematical profiency, henta fra: (Swafford et al.,
2001, s. 117)

Det fgrste punktet Conceptual understanding refererer til en integrert og funksjonell
forstaelse av matematiske ideer. Som vi sa i forrige kapittel, vil det a ha begrepsforstaelse
bety a kunne mer enn isolerte fakta og metoder. I tillegg er det slik at nar fakta og metoder er
leert med forstaelse, sa vil de bli lettere & bruke og a huske, og om noe skulle bli glemt, har
man mulighet for rekonstruksjon. Et bevis pa at man har oppnadd begrepsforstaelse, er at man
er i stand til & representere matematiske situasjoner pa forskjellige mater og forsta hvordan
disse kan brukes til ulike formal. Graden av begrepsforstaelse som elevene har, star i forhold
til hvor rikt kunnskapsnettverk de har utvikla.

Begrep nummer to, Procedural fluency refererer til a ha kunnskap om prosedyrer, n@rmere
bestemt kunnskap om hvordan og nar de passer inn og ferdigheter i & benytte dem pa en
fleksibel, ngyaktig og effektiv mate. Det er viktig at elever har gode og effektive ferdigheter.
Selv om kalkulator og andre teknologiske verktgy har tatt over for mye av selve utregningene,
fins det mange oppgaver som involverer matematikk i dagliglivet. Disse krever ofte
ferdigheter i a utfgre algoritmer enten i hodet eller pa papir. I tillegg er noen algoritmer
viktige som begreper i seg selv. Dette illustrerer forbindelsen mellom begrepsforstaelse og
dyktighet i a utfgre prosedyrer. En annen side av saken er at det er viktig a vere fleksibel, og
at elevene blir i stand til & bruke flere varianter av mentale strategier. Uten tilstrekkelig
prosedyrekunnskap har elevene problemer med a utvikle en dyp forstaelse for matematiske
ideer, og de vil slite med problemlgsning. Energien som blir brukt til a utfgre enkle
prosedyrer, hindrer dem i a se viktige forbindelser mellom ulike kunnskapsbrokker. Det
nevnes ogsa at det har vist seg a vaere viktig at det utvikles forstaelse ved innl@ringen av nytt
stoff, fordi det er vanskelig for elever senere a utvikle forstaelse for mekanisk innleerte
prosedyrer.

Neste begrep Strategic competence dreier seg om ferdigheter i a formulere, presentere, og lgse
matematiske problem. Det som er ment, er det samme som problemlgsningskompetanse.
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Denne kompetansen krever at man har en rekke lgsningsstrategier, og at man har forstaelse
for hvor og nar de passer inn. For a bli kompetente problemlgsere kreves det at elevene har
leert a skape mentale representasjoner av problemet, avdekke matematiske relasjoner og
planlegge uvanlige Igsningsmetoder om ngdvendig. A vzre fleksibel er et ngkkelord for hele
prosessen. Vi kan skille mellom to typer problemer: rutineproblemer og ukjente problemer.
Nar elever blir konfrontert med rutineproblemer, kan de lgse dem pa grunnlag av erfaring. De
har Igsningsstrategier og vet ngyaktig hvordan det skal gjgres. Mgter de derimot ukjente
problemer, er det viktig at de kan skape seg et mentalt bilde av hva problemet er, og sa
formulere problemet. Deretter er det viktig & kunne representere problemet matematisk pa en
eller annen mate, enten numerisk, symbolsk, verbalt eller grafisk, og sa i neste omgang a lgse
problemet.

Ofte er det slik at elever ser pa overflatestrukturen og ut fra den enten drar ut tallene og sa
opererer pa dem uten a ha satt seg inn i problemet, eller de kan gjgre seg opp en mening om
problemet ut fra ngkkelord eller stgrrelsen pa tallene. De som er gode problemlgsere, vil
fokusere pa de strukturelle relasjonene inne i oppgaven og skape seg et bilde av problemet ut
fra det. De vil ogsa etter hvert utvikle forstaelse for begreper som gitte, ukjente, betingelser og
lpsning.

Den neste “traden” i tauet, Adaptive reasoning er en form for analytisk tenkning og refererer
til en kapasitet til a tenke logisk om forbindelser mellom begreper og situasjoner. De sier:

In mathematics adaptive reasoning is the glue that holds everything together, the lodestar
that guides learning. One uses it to navigate through the many facts, procedures, concepts,
and solution methods and to see that they all fit together in some way, that they make sense
(Swafford et al., 2001, s. 129).

A vare kompetent pd dette omrédet vil si at man kan vurdere eget arbeid bade nér det gjelder
bruk av strategi, algoritmer og om en er kommet fram til et sannsynlig svar fra forutsetninger
som er gitt. Selv sma barn viser evne til & kunne resonnere pa denne maten om tre
forutsetninger er oppfylt:

¢ De har en tilstrekkelig basis av kunnskap
e Oppgaven er forstaelig og motiverende.
¢ Konteksten er godt kjent

Den femte traden, Produktive disposition, har med holdninger til faget a gjgre. Den handler
om a se matematikk som nyttig og a utvikle tro pa egen mestring. Denne delen av
kompetansen utvikles i takt med de andre delene og hjelper igjen med utvikling av dem. Den
er med andre ord viktig for 8 komme inn i en god sirkel for & utvikle helheten. Skal elever
utvikle begrepsforstaelse, gode ferdigheter, strategisk kompetanse og evne til a logisk og
analytisk tenkning, ma de ngdvendigvis ha tro pa at matematikk er viktig, forstaelig, og at
man med flittig arbeid kan tilegne seg kunnskap i faget. I tillegg ma man fa erfaring med at
den kan anvendes. For a komme dit er det viktig at elevene ofte far muligheter til & oppleve
matematikk som viktig, se nytteverdien og i tillegg kjenne gleden av a lykkes.

Igjen er det viktig a poengtere at de fem “tradene” blir sett pa som et hele. En ma i
undervisningen legge vekt pa a utvikle kompetanse langs alle fem. Tradisjonelt er det i skolen
lagt mest vekt pa ferdigheter, trad” nummer to i lista over. Forskning som vi har sett pa i
delkapitlet over, viser hvordan begrepskunnskap og prosedyrekunnskap ma bindes sammen i
gode nettverk for at man skal mestre matematikken. Det som ogsa er interessant, er at elever
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aldri er helt uten matematisk kompetanse. De bringer med seg viktige matematiske begreper
og ferdigheter sa vel som misoppfatninger, som ma tas med i betraktningen nar
undervisningen planlegges. Dessuten tar det tid & oppna kompetanse. For det fgrste blir
elevene ar for ar mer kompetente, for det andre ma elevene fa nok tid til engasjere seg
innenfor hvert emne, slik at de kan fa mulighet til a bli kompetente. Ofte blir det brukt for lite
tid. Elevene trenger tid til & gjgre matematikk som innebarer a drive problemlgsning,
resonnere, utvikle forstaelse og gve opp ferdigheter. I tillegg skal de skape forbindelser med
det de kan fra fgr, og den nye kunnskapen de arbeider med.

2.3.2 Holdninger og oppfatninger

En av de fem tradene i Kilpatricks kompetansebegrep, dreier seg om holdninger til faget. Det
er en kjent sak at bade leereres og elevers holdninger til faget virker inn pa leringen. Gjennom
arbeidet med de skriftlige testene kan man mange ganger gjgre seg tanker om hvilke
holdninger og oppfatninger som ligger bak arbeidet som elevene har utfgrt.

Attitudes og beliefs (holdninger og oppfatninger) er to ord som blir brukt i den internasjonale
forskningen omkring emnet. Det er ikke enkelt a definere dem siden de er sa neert knytta til
hverandre. Streitlien, Wiik og Brekke (2001) opererer med enda et ord i denne
sammenhengen nemlig emotions. De har satt disse begrepene inn tabell og kategorisert utsagn
som forklarer begrepene. De engelske begrepene er beholdt uten oversettelse. (I tabellen
under, er det likevel satt inn et forsgk pa oversettelse).

Tabell 2.2: Begrepsforklaringer (Streitlien et al., 2001, s. 10). Oversettelsene er pafgrt etterpa.

Kategori Eksempel

Beliefs (oppfatninger)

Om matematikk Matematikk er spennende.

Om seg selv Jeg er flink 1 matematikk.

Om matematikkundervisningen Det er viktig 4 ha mange prgver.

Om den sosiale sammenhengen I klassen er det viktig a jobbe hardt i mattetimene.

Attitudes (Holdninger) Jeg liker a arbeide og tenke pa matematikk ogsa
utenom skoletida.

Emotions (fglelser) Jeg blir nervgs pa matteprgver.

Mange syns det er vanskelig a skille disse begrepene siden de er sa tett knytta opp mot
hverandre. Triandis (1971) sier om attitude:

Attitudes involve what people think about, feel about, and how they would like to behave
towards an attitude object. Behavior is not determined by what they would like to do, but
also what they think they should do, that is, social norms, by what they have usually done,
that is habits, and the expected consequences of behavior (s.14)

Fra hans synspunkt er ikke oppfgrsel bare bestemt ut fra hva en gnsker a gjgre, men ogsa ut
fra hva man tenker man burde gjgre. Det betyr at sosiale normer, skikker og forventa
konsekvenser av oppf@rsel hgrer med til begrepet attitude, eller pa norsk holdninger.

Pehkonen (2003) plasserer ikke beliefs som et begrep som bare omfatter den affektive siden

av et menneske. Han mener at det i begrepet er inneholdt bade affektive og kognitive
elementer. Han forklarer beliefs, inkludert med f@lelser, som et individs subjektive kunnskap,
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Det vil alltid vere et samspill mellom det a tenke og fgle. Oppfatninger er en del av et
individs kunnskaper som er hgyst subjektive. Samtidig er det slik at de to begrepene fglelse
og oppfatninger ofte overlapper hverandre.

KIM-prosjektet og holdninger

I forbindelse med KIM-prosjektet (Kvalitet i matematikkundervisningen) ble det i 1995 gjort
et omfattende arbeid for a kartlegge holdninger til matematikkfaget. Forskerne utarbeidet et
spgrreskjema som inneholdt 125 punkter. Disse var formet slik at de skulle fa et innblikk i
elevers oppfatninger om og holdninger til matematikk, matematikkundervisning og lering.
Elevene skulle krysse av hvor enig de var i forskjellige utsagn. Spgrreskjemaene ble gitt til
elever pa 6. og 9. trinn. Svarene ble systematisert, og man endte opp med samlevariablene
interesse, nytte, selvtillit, trygghet og flid. Disse variablene ble brukt blant annet for a se pa
forskjeller (effektstgrrelse) mellom gutter og jenter pa de to klassetrinnene. Naermere 500 av
elevene hadde deltatt i en matematisk test i "Maling og enheter”. Det ga mulighet for a se pa
korrelasjonen mellom hver av variablene og prestasjoner pa denne testen for de elevene det
gjaldt

De fant at pa begge trinnene var det en gjennomsnittlig negativ interesse for faget. Dette
forsterker seg fra 6. til 9. klasse. Pa 6. trinn fant de ingen signifikante forskjeller mellom
kjgnnene, mens det pa 9. var tydelig at jentene var mer negative enn guttene.

Nar det gjaldt nytteverdien av faget, var det flere av 6. klassingene som mente at matematikk
var nyttig a leere enn det var blant elevene pa 9. trinn. Guttene pa begge trinn sa mest positivt
pa dette. Da de malte selvtilliten som elevene hadde i forhold til faget, viste det seg at guttene
hadde stgrst selvtillit pa begge trinn, men at jentenes selvtillit var blitt mye svakere pa 9. trinn
enn pa 6. Dette behgvde ikke alltid ha noe med den reelle prestasjonen a gjgre (Lie, Brekke og
Kjernsli, 1997). Pa 9. trinn var det likevel en tydelig positiv korrelasjon mellom prestasjon og
selvtillit i faget. En positiv holdning samvarierer med gode prestasjoner.

Undersgkelse av elevers holdninger og oppfatninger i forbindelse med KUL-prosjektet

12005 ble det i tilknytning til KUL-prosjektet ogsa gjort en studie. Den er ikke fullfgrt enna,
for tanken er & sammenligne norske og estiske elevers holdninger til faget. Resultatet for de
norske elevene foreligger allerede (Kislenko, 2005; Kislenko, Grevholm & Lepik, 2005).
Elevene som var i med i studien, var de samme elevene som danner grunnlaget for denne
masteroppgaven. I tillegg sa forskerne pa elever pa 7. trinn.

Kislenko et al. viser til og har gjort sammenligninger med resultater fra KIM-undersgkelsen.
Spgrreskjemaene som ble brukt, var omtrent de samme. Noen forandringer ble foretatt slik at
sperreskjemaet innholdt 126 utsagn som elevene skulle ta stilling til. Disse var delt inn i1 13
grupper som gikk pa oppfatninger om matematikk som fag, lring av matematikk, egne
matematikkevner, egne erfaringer med matematikktimer, matematikkundervisning, lering av
nye emner i matematikken, undervisning av verktgy, bruk av datamaskiner, bruk av IKT,
egen vurdering av hvor viktig matematikken er, vurdering av lereren og matematikk i
fremtiden. Til forskjell fra KIM-skjemaet, ble det ogsa stilt noen apne spgrsmal. Hele
skjemaet 13 pa nett, og elevene svarte ogsa gjennom internett.

I analysen av datamaterialet ble svarene kategorisert i de samme fem samlevariablene som i
KIM-prosjektet: interesse, nytte, selvtillit, trygghet og flid.

Sammenligninger mellom klassetrinn og med KIM-prosjektet
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Resultatene viser en liten forskjell mellom svarene pa de forskjellige klassetrinnene. I alle de
fem kategoriene svarene var delt inn i, viste eldre elever en mer negativ holdning enn de
yngre. Dette samsvarer med resultatene fra KIM-prosjektet 10 ar tidligere. Statistisk
signifikante forskjeller fantes i alle kategorier, men den utmerka seg i kategorien nytteverdi.
Elever pa 9. trinn mente matematikk var nyttigere enn grunnkurselevene. Streitlien, Wiik og
Brekke (2001) antyder at en mulig grunn kan vere en effekt av en generelt avtakende
motivasjon for skole. En annen sak er at nar elever gar oppover i skolen, blir matematikken
mer og mer abstrakt. Man kan derfor spgrre seg om det er innholdet i skolefaget som fgrer til
avtakende interesse. Mer enn 91 prosent av elevene var enige i at faget ble mer komplisert jo
hgyere de kom i skolen.

Omtrent halvparten av elevene syntes at matematikk var kjedelig. Positivt var det at elevene i
hovedsak fglte seg trygge og pa ingen mate var nervgse i timene. Selv mente elevene at de
jobbet hardt i timene. 84 prosent var enige i at skulle de bli dyktige i faget, krevdes det mye
arbeid, og 79 prosent pastod at de matte jobbe mye selv om de ikke likte & arbeide med faget.
Pa tross av at fa elever var positive til matematikk, mente 91 prosent at faget er viktig og 82
prosent at det er nyttig for dem.

Det ser ut til a veere en motsetning hos elever som virker a vaere godt motivert og som
samtidig stgtter utsagnet om at faget er kjedelig. Muligens kan innholdet i skolefaget vere en
grunn til dette. Dette haper forfatterne a fa innsikt i etter hvert som studien utvikler seg videre.

2.3.3 KOM-prosjektet

De siste ars komparative internasjonale tester har vist at norske elever har skaret lavt i forhold
til elever fra de land vi liker & sammenligne oss med. Dette har fgrt til en rekke prosjekter og i
sin tur nye landsdekkende tester. Det er naturlig at i kjglvannet av disse har spgrsmalene
dukket opp pa ny om hvordan en skal definere matematisk kompetanse. I Danmark ble det i
2000 satt ned et arbeidsutvalg etter initiativ fra Naturvidenskapeligt Uddannelsesrad og
Undervisningsministeriet. Tanken var a medvirke til at det ble i gangsatt et utviklingsarbeid
for matematikkundervisningen som et spydspiss-prosjekt for en mulig tilsvarende utvikling
innenfor andre fag (Niss & Hgjgaard Jensen, 2002, kap 1.1). Medlemmene av arbeidsgruppa
har tidligere jobbet med liknende problemstillinger. Blant annet har Mogens Niss, som
medlem av ekspertgruppa til OECD/PIS A-prosjektet, medvirket til at kompetansebegrepet
allerede har vert en viktig del av grunnlaget for dette arbeidet. Det blir likevel poengtert at
arbeidet i KOM-prosjektet har videreutviklet det opprinnelige kompetansebegrepet.

Som i de fleste industrialiserte land setter samfunnet krav til matematikkundervisningen. Ofte
er det ikke eksplisitt uttalte krav eller formal, men i KOM- rapporten nevnes tre overordnede

formal med undervisningen:
1. Den skal bidrage til den teknologiske og socio-gkonomiske udvikling af samfundet som helhed.
2. Den skal udstyre individer med verktgjer, kvalifikationer og kompetencer, som kan hjelpe dem til at
klare livets (ud)fordringer, som privatpersoner, i arbejdslivet og som samfundsborgere.
3. Den skal bidrage til samfundets politiske, ideologiske og kulturelle vedligeholdelse og udvikling i
Danmark i et demokratisk perspektiv (Niss & Hgjgaard Jensen, 2002, s. 33).

Selv om dette er skrevet for Danmark, er det overf@rbart til vare forhold. Det som er
problemet i fglge rapporten, er at det ofte byr pa konflikter nar disse skal omsettes i praksis.
Fra vart land kjenner vi til kravet om hgyt utdannet personell til oljevirksomheten pa 70 og 80
tallet. Dette farte til vektlegging av punkt 1 ovenfor. Det er et spgrsmal om en pa samme tid
ivaretok punkt 3 pa samme mate. Altsa at man pa samme tid utdannet mennesker med
matematisk kompetanse til kritisk & vurdere de teknologiske argumentene i samfunnsdebatten.

30



2 TEORI

I de uttalte leereplanmalene i norsk skole ligger hovedvekten pa punkt 2, mens punkt 3 ikke er
tydelig uttalt.

Videre i rapporten vises det til at det i Danmark har vert tradisjon for at l@replanene i
matematikk pa et gitt trinn, er spesifisert ved hjelp av tre ingredienser:

a) Formalet med undervisningen.

b) Pensum, dvs. innholdet i undervisningen forstatt som en eller flere lister av emner,
begreper, teorier, metoder og resultater (eventuelt supplert med spesifikke faglige
mal).

c) Evaluerings- og eksamensinstrumenter, som blant annet tjener til 4 avgjgre om elevene
har oppnadd malene i leereplanen.

Det kan vere ulike mater a gjgre dette pa, men i praksis er det pensum eller malene i
leereplanen som er det viktige. Hensikt og evaluering spiller en sekunder rolle. Nar det gjelder
undervisningen derimot, er det ofte evaluering og avsluttende prgver som styrer elevenes
aktivitet og holdninger. Dessverre er det ofte slik ogsa blantr leererne. Dette gjgr at man ofte
setter likhetstegn mellom faglighet og det a beherske et gitt pensum. Dette fgrer til en
reduksjon av forestillingen om faglighet, som igjen fgrer til et for lavt ambisjonsniva i
undervisningen. Det er klart det kan vere stor faglig forskjell selv om man har likt pensum.
Det kommer an pa krav om innsikt, aktivitet og fordypning.

For & bgte pa disse problemene kom arbeidsgruppa fram til et nytt kompetansebegrep. Dette

er satt ammen av atte forskjellige kompetanser som seg i mellom kan ha ulike forbindelser.
Disse atte er i tillegg delt inn i to kompetanseklasser.
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At omghs sprog og
redskaber i

Figur 2.3: De atte kompetansene (Niss & Hgjgaard Jensen, 2002, kap.4.1.2)

Figuren ma ikke tolkes slik at de to gruppene er isolerte grupper. Mellom alle kompetansene
og gruppene er det mulig med forbindelseslinjer.

Gruppe I: Formulere og besvare spgrsmal i og ved hjelp av matematikk innebzrer a:

a) vere i stand til & utfgre matematisk modellering av en situasjon (praktisk eller pseudo-
praktisk), som et middel til a stille spgrsmal og lgse problemer som er relevante for
situasjonen. (Modelleringskompetanse)

b) ha en fglelse for den typen spgrsmal vi stiller i matematikk og de svarene vi kan
forvente oss (Tankegangskompetanse).

c) vere i stand til & formulere, spesifisere og Igse matematiske problemer
(Problembehandlingskompetanse).

d) vere i stand til & formulere og rettferdiggjgre pastander, lgsninger og konklusjoner
(Resonnementskompetanse).

Gruppe II: Bruke matematisk sprak og matematiske redskaper innebarer a:
a) gjere bruk av ulike matematiske representasjoner, og & kunne “mangvrere” mellom
dem (Representasjonskompetanse)
b) vere i stand til & operere med matematiske symboler og matematisk formalisme
(Symbol- og formalismekompetanse)
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¢) vere i stand til 8 kommunisere om matematikk og forsta og tolke utsagn og tekster
(Kommunikasjonskompetanse)
d) kunne benytte seg av matematiske verktgy og hjelpemidler (Hjelpemiddelkompetanse)

Alle kompetansene referert ovenfor har en undersgkende og en produktiv del. Den produktive
siden gar pa at en selv skal kunne gjennomfg@re prosessene som kompetansen omfatter. Den
undersgkende side gar pa forstaelse, analyse og kritisk bedgmmelse av allerede utfgrte
prosesser og resultatene av dem.

Hver kompetanse kan innehas i tre dimensjoner. Disse kaller Niss, dekningsgrad,
aksjonsradius og teknisk niva.

¢ Dekningsgraden sier noe om i hvor stor grad de forskjellige aspekter av en
kompetanse en person kan aktivere i en gitt situasjon, og i hvor stor grad personen gjgr
dette selvstendig.

e Aksjonsradius kan beskrives ved et eksempel om problemlgsning. En person som
aktiverer problemlgsningskompetansen bade innenfor aritmetikk, geometri og algebra,
har en stgrre radius enn en som bare aktiverer en Igsningsmate.

e Teknisk niva sier noe om nivaet til saksforholdet. En elev som kan addere tosifrede
hele tall, er pa et lavere teknisk niva enn en som kan addere desimaltall med ulikt
antall desimaler. De aktiverer begge symbol og formalismekompetansen, men er pa
ulikt teknisk niva.

Til slutt nevnes tre omrader hvor man som en matematisk kompetent person pa bakgrunn av
kunnskap og viten bgr ha innsikt og dgmmekraft:
e Matematikkens anvendelse i andre fag og praksisomrader.
e Matematikkens historiske utvikling, sa vel internt i matematikken som ut fra et
samfunnsmessig stasted.
e Matematikkens natur og s@rpreg som fagomrade.

Kompetansebeskrivelsen kan brukes normativt. Det vil si at den kan vare en rettesnor nar en
skal lage leereplaner og sette opp spesifiserte mal om gnsket leeringsutbytte. Den kan ogsa
brukes deskriptivt til & beskrive og analysere det som faktisk foregar i en gitt
undervisningssituasjon, bade pa leereplanniva og i den daglige undervisning. Dessuten kan
den brukes til karakterisering av matematikklaringen hos den enkelte elev.

Et av de viktigste malene med arbeidet har vaert 8 komme fram til et kompetansebegrep som
kan vere et middel til & identifisere, karakterisere og bedgmme progresjonen i utviklingen av
matematisk kompetanse. Denne utviklingen skulle kunne fglges ettersom elevene beveger seg
oppover i skolesystemet. Ved hjelp av begrepene dekningsgrad, aksjonsradius og teknisk nivd
til a karakterisere graden av en oppnadd kompetanse, kan man fa innblikk i hvordan en
bestemt kompetanse utvikler seg hos den enkelte elev over tid. Viktig er det a poengtere at det
er samme kompetanse som blir malt gjennom hele skolelgpet, og at progresjonsbeskrivelsen
ikke er avhengig av klassetrinn.

Kilpatrick nevner at kompetansebeskrivelsen hans passer bra med den til Niss. Likevel er der
en viktig forskjell. Kilpatrick understreker at de enkelte tradene ikke kan oppfattes som egne
kompetanser. Kompetanse innehas i fglge ham, bare nar alle ”tradene” er til stede samtidig. I
tillegg vektlegger han holdninger som en viktig bestanddel i matematisk kompetanse, noe
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Niss ikke har med i selve kompetansebegrepet, selv om han selvfglgelig legger vekt pa dette
for & oppna matematisk kompetanse.

2.3.3 Mathematical literacy

OECDs PISA-prosjekt bruker begrepet mathematical literacy for a si noe om matematisk
kompetanse. Mogens Niss har, som sagt fgr, vert medlem av ekspertgruppa til OECD/PISA-
prosjektet. Derfor er literacybegrepet brukt her, ikke ulikt kompetansebegrepet fra KOM-
prosjektet.

I Pisa er matematisk literacy definert slik:

Mathematical literacy is an individual's capacity to identify and understand the role that
mathematics plays in the world, to make well-founded judgements and to use and engage
with mathematics in ways that meet the needs of that individual's life as a constructive,
concerned and reflective citizen (OECD, 2003, s. 24)

Det dreier seg om elevenes kapasitet til  analysere, resonnere og kommunisere matematiske
ideer effektivt nar de framsetter, formulerer, lgser og tolker autentiske problemer i varierte
situasjoner.

Begrepet bygger pa literacy om sprak. For en person a vere literate betyr at en er i stand til &
lese, skrive og snakke og kunne bruke dette i mange forskjellige sosiale sammenhenger. For
matematikk betyr det at en ma kunne begreper, fakta, tegn og symboler, prosedyrer og i
tillegg ha ferdigheter i a bruke dem innenfor forskjellige matematiske delemner. Man ma ogsa
kjenne til ideene som ligger bak begrepene, og veere i stand til & nyttiggjgre seg alt dette ved
lgsning av ukjente problemer. Dessverre kan det ofte vere slik at man kan kjenne til
matematisk formalisme uten & kjenne strukturen og uten a kunne nytte det i problemlgsning.

Derfor er PISA-oppgavene som elevene blir testa i, ikke typiske skoleoppgaver. Poenget er a
teste om elevene kan sies a vaere mathematical literate i fglge definisjonen.

I vurderingen har de definert tre nivaer som de kaller proficiency- levels:

¢ Det laveste nivaet er kjennetegnet av at elevene mestrer ett-trinns-prosedyrer som
involverer gjenkjenning av kontekster og velformulerte problemer. De kan
reprodusere velkjente matematiske fakta eller algoritmer og viser enkle
regneferdigheter.

e Pa neste niva kan elevene behandle og Igse mer kompliserte oppgaver med mer enn
ett-trinns-prosedyrer. De kan ogsa kombinere forskjellige kunnskapsbrokker og tolke
ulike representasjoner av matematiske begreper eller matematisk informasjon. De
gjenkjenner hvilke elementer som er relevante og viktige og hvordan disse forholder
seg til hverandre. Arbeid med gitte matematiske modeller eller formuleringer, som
ogsa noen ganger kan vare pa algebraisk form, inngar her, og de kan identifisere
lgsninger eller arbeide ut sma utregningssekvenser for 8 komme fram til en Igsning.

¢ Det hgyeste nivaet er kjennetegnet ved at elevene inntar en mer aktiv og kreativ rolle i
tilnermingen av et matematisk problem. De tolker mer kompleks informasjon og
behersker flere prosedyrer med mange trinn. De kan selv formulere problemer og
greier ofte a utvikle en passende modell som legger til rette for en lgsning av
problemet. De kan ogsa identifisere og bruke relevante hjelpemidler og kunnskaper i
uvante kontekster. De demonstrerer ofte innsikt i a identifisere en passende
l@sningsstrategi, og viser andre kognitive prosesser av hgyere orden som
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generalisering, resonnering og argumentasjon for a forklare eller kommunisere
resultater.

2.3.4 KIM-prosjektet, kompetanse og diagnostisk undervisning

KIM star for kvalitet i matematikkundervisningen og var et prosjekt pa oppdrag fra Kirke-
utdannings og forskningsdepartementet pa 90-tallet. Prosjektet hadde flere formal:

e  Utvikle en integrert prgve- og utdanningspakke som kan brukes av lerere som ledd i intern vurdering.

e  Utvikle prgvemateriell av diagnostisk karakter som kan danne utgangspunkt for konkrete
undervisningstiltak innenfor ulike deler av faget.

e Kartlegge holdninger og forestillinger elever har til matematikk og undervisningen i faget.

e  Beskrive hele spekteret av elevprestasjoner innefor ulike omrader av faget, ikke bare minimum
kompetanse (Brekke, 2002, forordet).

Prosjektet bygger pa sakalt diagnostisk matematikkundervisning. Det betyr at en legger vekt
pa a bruke informasjon som ligger i elevenes feilsvar. Det er etter hvert forskningsmessig
godt dokumentert at mange av de problemene som elever sliter med i matematikk, skyldes
grunnleggende feilforstaelser de har tilegnet seg gjennom tidligere skolegang eller ved
erfaringer med matematikk utenfor skolen.

Kompetanse

I forbindelse med dette arbeidet beskriver Brekke matematisk kompetanse (Brekke, 2002).
Den bestar av fem delkomponenter som til sammen sier noe om det a vaere matematisk
kompetent. Utgangspunktet er hva som ma veare inkludert for a utvikle grunnleggende
kunnskaper hos elevene.

Faktakunnskap

Deler av informasjon som kan vare usammenhengende eller tilfeldig, definisjoner eller
konvensjoner hgrer inn her. Likeens er hevdvunne notasjoner faktakunnskap. A undervise
faktakunnskap gér pa a overlevere konvensjoner, formler, navn og notasjoner. Dette kan
synes lett for lereren, men er ikke ngdvendigvis det for elevene. Det er nok a nevne usynlige
tegn i tallet 32. Dette betyr 3-10 + 2, mens 3 1/2 er definert til & bety 3+1/2.

Ferdigheter

Blir definert til a vere veletablerte prosedyrer i flere trinn. Det er viktig a automatisere
prosedyrer slik at oppmerksomheten kan rettes mot andre sider av lgsningsprosessen. Lgsning
av oppstilte regnestykker krever regneferdigheter. Disse kan som regel ogsa gjgres pa
lommeregner. Det er ofte slik at lerere fokuserer pa regler som for elevene oppleves som
veldig avgrensa. Brekke peker pa at regler ofte laeres slik at de gjelder innenfor en snever
klasse av oppgaver. Det kan fgre til problemer ved at de overfgres til omrader, og brukes i
oppgaver der de ikke gjelder. Overgeneralisering er en vanlig grunn til misoppfatning.

Begrepsstrukturer

Matematiske begreper eksisterer i nettverksstrukturer. Strukturene gjgr matematikken
meningsfull og stgtter opp under ferdighetene. Det gir evne til a rette opp feil, og til a
overfgre prosedyrer fra en leert situasjon til nye kontekster. Her peker han pa at i arbeidet med
multiplikasjonsalgoritmen er det viktig at elevene blir presentert for andre
multiplikasjonsmodeller enn bare gjentatt addisjon. Dette er viktig nar elevene blir presentert
for oppgaver der multiplikand eller multiplikator er desimaltall. Skal elevene fa erfaring med
a bruke regneoperasjonene funksjonelt, ma de fa muligheter til & fa erfaringer fra situasjoner
der regneoperasjonene er blitt brukt pa ulike mater.
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Generelle strategier.

Her mener en evnen til a velge passende ferdigheter for a Igse et problem fra en ukjent
situasjon, bade i matematikken og dagliglivet. Disse strategiene er spesielt viktige i
problemlgsning. Fra USA har en begrepet Higher Order Thinking Skills. Dette begrepet
omfatter det & vere i stand til a:

1. Representere, abstrahere og generalisere.

2. Teste hypoteser og bevise.

3. Kontrollere

4. Stille spgrsmal

5. Bruke matematisk sprak (formelt og uformelt) som er passende for a lgse problem.

6. Tolke matematiske resultater i den konteksten der problemet har sitt utspring (Brekke, 2002, s.8).
Holdninger

Lererens syn pa matematikk virker inn pa undervisningen, og elevens syn pavirker hvordan
han vil mgte lzerestoffet. For & oppna begrepsmessige strukturer, ma lerer legge til rette for
reflekterende diskusjoner og praktisk arbeid, ikke bare drive eksempel-regel-metode
undervisning.

Diagnostisk undervisning

Vanlige undervisningsmetoder er ofte ineffektive for a fa bukt med misoppfatninger. Derfor
er det viktig a bruke diagnostisk undervisning ogsa kalt diagnostisk-responsiv undervisning..
Arbeidsmaten inkluderer avdekking av tanker utviklet rundt begreper og det matematiske
innholdet i lerestoffet.

Formalet med diagnostiseringen er a finne fram til hvilke erfaringer elevene trenger & gjgre
gjennom undervisningen for a bygge opp det aktuelle begrepet. Diagnostisk undervisning
baserer seg séledes pa at det i prinsippet er mulig & identifisere hvilke tanker elevene har
gjort seg om det kommende lerestoffet, og hvilke misoppfatninger og hindringer elevene
vanligvis mgter nar de utvikler begreper i matematikken (Ibid. s.19)

Undervisningsmaten gar ut pa at man prgver a komme misoppfatninger og delvise begreper i
forkjgpet, samt & avdekke de som allerede er der. Skjematisk er fasene i undervisningen satt
opp slik:

Identifisere og framheve misoppfatninger og delvise begreper som elevene har utviklet.
Tilrettelegge undervisningen slik at den skaper kognitiv konflikt.

Lgse den kognitive konflikten gjennom diskusjoner og refleksjoner i undervisningen.
Bruke det utvidede eller nye begrepet i andre sammenhenger (Brekke, 2002, s.19).

Konfliktdiskusjoner kan for eksempel hjelpe til med & rydde misoppfatninger av veien. En lar
eleven bevisst mgte problemstillinger som er slik at dersom eleven har en bestemt
misoppfatning, sa skal aktiviteten bringe denne fram i dagen ved a skape en kognitiv
konflikt. Diskusjoner eller refleksjoner rundt det motsetningsfylte i denne konflikten skal sa
vaere med pa a rydde misoppfatningen av veien. Det a bare forklare et begrep er ingen
effektiv metode i dannelsen av nye begreper. Konfliktdiskusjoner har denne effekten.
Metoden har en destruktiv fase, for & tydeliggjgre at gamle ideer er ungyaktige eller
utilstrekkelige.

For at dette skal fungere, ma det skapes en trygg holdning i klasserommet som gjgr at
elevene syns det er i orden a gjgre feil, og at det er nyttig at alle er med i diskusjonene.
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Hensikten er a fa elevene til a innse at begreper og ideer de har dannet seg, ikke alltid gjelder i
nye situasjoner. Dessuten er det viktig a skille mellom feil og misoppfatninger.
Misoppfatninger er ikke tilfeldige feil. Bak det elevene gjor, ligger en bestemt logikk eller ide
som brukes forholdsvis konsekvent. Bakgrunn for misoppfatninger kan ogsa veare at elevene
bare har utviklet delvise begreper. Det kan skje hvis elevene for eksempel bare har erfart en
type multiplikasjon eller bare har operert pa desimaltall med likt antall desimaler.

En annen arsak kan vaere overgeneralisering. P4 samme mate som barn generaliserer reglene
for bgyning av svake verb til a gjelde for alle verb, kan det ogsa vare i matematikken. Et
eksempel kan vare multiplikasjon. Sa lenge multiplikand og multiplikator er hele, positive
tall vil produktet alltid bli stgrre enn begge de gitte tallene. Dette overfgrer sa elevene til alle
tallmengder og far en oppfatning av at multiplikasjon “gjgr stgrre”.

Eller hva med barn som bare har opplevd divisjon som rettferdig deling (delingsdivisjon), hva
skal de gjgre med en oppgave som for eksempel 12:0.4?

For alle mennesker er det naturlig at nye ideer blir tolket ut fra tidligere erfaring (jamf@r
Piaget). Derfor er det sannsynligvis ikke mulig helt & unngé misoppfatninger og delvise
begreper. Ugyldige slutninger blir trukket, og generaliseringer blir gjort pa sviktende
grunnlag. Som lerere kan vi bli oppmerksomme pa disse og hjelpe elevene videre.
Noen vanlige misoppfatninger innenfor tall og tallregning:

Det lengste tallet har alltid stgrst verdi.
En kan ikke dele et lite tall med et stort.
Multiplikasjon gjgr alltid tallet stgrre.
En kan bare dividere med hele tall.

3:6 og 6:3 gir samme svar.

Divisjon gjgr alltid tallet mindre.

AR

Diagnostiske oppgaver

Diagnostiske oppgaver eller prgver skiller seg fra vanlige prgver pa flere mater. Vanlige
prgver blir som oftest holdt etter en undervisningssekvens. Diagnostiske derimot er ogsa
viktige fgr et emne skal gjennomgas. Formalet med oppgaven/prgvene er satt opp skjematsk
under:

e A identifisere og framheve misoppfatninger som elevene har utvikla, ogsa uten at det
trenger a ha vart noen formell undervisning i det man vil undersgke.

e A gi lereren informasjon om Igsningsstrategier som elevene benytter seg av.
A rette undervisningen mot & framheve misoppfatningene, for 4 p4 den méiten
overvinne dem og de delvise berepene.

e A méle hvordan undervisningen har hjulpet elevene til 4 overvinne misoppfatningene
ved a bruke de samme oppgavene bade f@r og etter undervisningssekvensen.

Eleven gjgr ofte og mange feil i disse oppgavene, derfor er det viktig at elevene far
informasjon om hensikten med dem. Det er viktig at de vet at slike tester og oppgaver ikke

fgrer til noen rangering.

For a fa innsikt i elevers forstaelse av begreper er diagnostiske oppgaver et godt og viktig
hjelpemiddel. Breiteig (1994) grunngir hvorfor diagnostiske oppgaver er sé viktige og setter
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opp eksempler for a illustrere hva slags oppgaver som er diagnostiske. Et eksempel finner vi i
tabellen under:

Tabell 2.3: Diagnostiske oppgaver i forhold til vanlige oppgaver

”Vanlig oppgave” Diagnostisk oppgave

Bananene koster 13 kr per kg. Hvor | Bananene koster 13,50 kr per kg. Hvor mye kan Eva
mye kan Eva kjgpe for 39 kr ? kjope for 10,50 kr ?

39:3 1339 13:39 39-13 10,50:13,50 10,50-13,50 13,50:10,50 13,50 - 10,50

I den forste oppgaven har vi hele tall, og dividend er stgrre enn divisor. Om elevene velger et
av regneuttrykkene, gir det oss liten innsikt i hvordan de tenker. Den diagnostiske oppgaven
gir oss derimot informasjon om begrepsforstaelsen til elevene, mens den ”vanlige oppgaven”
kan tildekke problemer som elevene kan ha. For at oppgaver skal vere diagnostiske, ma en
unnga oppgaver der elever kan gi riktig svar med feil oppfatning.

Et problem opp gjennom arene har veert innholdet i l&rebgkene. De kan nemlig vaere med
a utvikle eller vedlikeholde misoppfatninger blant annet ved eksemplene de viser eller ved
spraket i oppgavene.

For a oppna forstaelse for et matematisk begrep er det viktigere a ga i dybden med fa
velvalgte aktiviteter enn a drive mengdetrening av en ting.

2.4 Assessment eller vurdering

Sa lenge det har blitt drevet undervisning, har det ogsa eksistert en eller annen form for
vurdering. Ordet assessment 1 overskriften er blitt brukt siden internasjonal litteratur bruker
dette begrepet. Niss (1993) poengterer at assessment er vurdering av elever fra barneskole til
doktorkandidater. Det er en vurdering av deres matematiske dyktighet, evner, prestasjoner og
deres oppnaelse eller ferdighet i bredest mulig forstand. Evaluering derimot er en
bedgmmelse av undervisningssystem, lereplaner, lerere, lereres mening, skoler og
skoledistrikt. I norsk er vi ikke alltid sa presise. Ordene evaluering og vurdering blir tidvis
brukt om hverandre. Her vil vi fglge Niss sin definisjon.

Det er viktig a merke seg at tester og eksamener kan brukes til begge formal. Men nar de blir
brukt til a bedgmme elevers ferdigheter og forstaelse, dreier det seg om vurdering, men hvis
de brukes til a bedgmme skoler, skolesystem, leereplaner osv, dreier det seg om evaluering.
Derfor kan vurderinger bli brukt i evaluering av kvaliteten av et system.

Lereplanen for matematikk i videregdende opplering har et eget kapittel om vurdering (KUF,
1999). Det som skal vurderes, er elevenes helhetlige kompetanse slik denne kompetansen er
beskrevet gjennom malene i lzereplanen. A vurdere elevene har flere formal. Den skal fgrst og
fremst sikre en nasjonal standard i opplaringen, men har ogsa andre formal:
. a informere eleven, foresatte, laerer og opplaringssted i arbeidet fram mot et
leeringsmal, om hvor langt eleven er kommet i utvikling fram mot en kompetanse
a veilede, motivere og utvikle eleven
. a motivere lereren til kontinuerlig & vurdere sin undervisningspraksis
a informere samfunnet, arbeidslivet og videre utdanning om hvilken kompetanse
eleven har oppnadd
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Det blir skilt mellom vurdering som skal skje underveis og avsluttende vurdering. Den f@rste
kan vare bade formell og uformell og har som hensikt a informere eleven om hvor han star i
forhold til maloppnaelse. I tillegg skal den hjelpe eleven til framgang i faget. Den formelle
vurderingen underveis kan vare terminkarakterer eller prgvekarakterer. Den avsluttende
vurderingen er formell og blir vist ved hjelp av eksamens- og standpunktkarakterer (Ibid.).

Matematikkundervisningen har gjenomgatt store forandringer nar det gjelder teori, mal, og
praksis, mens begreper og praksis nar det gjelder vurderingen, ikke har gjennomgatt samme
utvikling (Bell, Burkhardt & Swan, 1992; Niss, 1993). Vi har fatt nye lareplaner og nye
momenter er tatt med. Problemlgsning og autensitet vektlegges i planene, men det vises lite
igjen i vurderingsformene.

Grunnen kan nok vare at noen kompetanser er vanskelige a vurdere ved hjelp av tradisjonelle
skriftlige tester. Niss og Hgjgaard Jensen (2002) har laget en modell for utvikling av en
kompetanse. Den kan utvikles langs tre akser. De gar ut fra at en matematisk kompetanse bare
kan stagnere eller utvikle seg. Da er det mulighet for at den gker bade nar det gjelder
aksjonsradius, dekningsgard og teknisk niva. Men det kan ogsa skje at utviklingen gar bare
langs en av aksene.
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Figur 2.4: Progresjon i kompetansene (Niss & Hgjgaard Jensen, 2002, s. 128)

For & vurdere dette behgves flere vurderingsformer. De nevner at deler av de atte
kompetansene kan vurderes ved hjelp av tradisjonelle skriftlige tester. Deler av
problembehandlings-, resonnements-, representasjons-, symbol- og formalisme kompetansen
samt kommunikasjons- og hjelpemiddelkompetansen kan vurderes slik.

Tradisjonelle muntlige prgver kan ogsa vare nyttige til a vurdere tankegangskompetansen og
de tre typene av innsikt og dgmmekraft. Essays kan vere velegnede verktgy til & vurdere
tankegangs- og kommunikasjonskompetansen, i tillegg til innsikt og dgmmekraft. Prosjekter
kan, alt etter type og form, vurdere hele spekteret av matematiske kompetanser, inklusiv
innsikt og dgmmekraft. Dessuten er prosjekter nyttige i det a kunne observere elevene i
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arbeid. Mappevurdering er et annet alternativ. Aktiv formidling til andre i form av artikler,
foredrag, posters og medieprodukter kan egne sig til & vurdere tankegangs-, representasjons-,
kommunikasjons- og hjelpemiddelkompetansene.

Alle disse vurderingsformene krever mye tid, og ofte er det slik at lerere ikke tar seg den
tiden. Grunnen kan vere at leereplanene er spesifiserte med mange leereplanmal som skal nas.
Dessuten spgker eksamen i det fjerne og setter premissene bade for undervisning og
vurderingsformer. Bade elever, foreldre og l@rere har dette som fokus og glemmer ofte at
andre arbeidsformer ofte fgrer til en bedre og dypere lering.

I Australia er det nylig gjennomfgrt en studie om lareres holdninger til nye vurderingsformer
(Watt, 2005). Australia har som mange andre land forandret lererplanene til a legge mer vekt
pa problemlgsningskompetanser. I kjglvannet av dette har det vert stor diskusjon om nye
vurderingsformer som en konsekvens av dette. Det har vert en dreining bort fra eksterne
prgver. Begrunnelsen var at gjennom vurdering lokalt hadde en mulighet til en mer objektiv
og bredere basis for vurdering av elevers kompetanse. Tanken var & forandre
vurderingsformene, ikke a fortsette pa samme mate med hyppigere testing. I studien til Watt
viste det seg at laererne nesten uansett ansiennitet, var negative til nye vurderingsformer. En
av grunnene var at de var redde vurderingen ble mindre objektiv, og derfor kunne virke
tilfeldig. I tillegg gav de grunner som at det tok mye tid, de hadde sma ressurser til a utvikle
nye former, at de nye metodene var ustrukturerte og de passet ikke til matematikkfaget. Det
mest paradoksale var at de syntes vanlige skriftlige tester var mer passende jo hgyere elevene
kom i utdannelsen. En skulle tro det var omvendt siden elever utvikler seg og er som regel i
stand til & vise mye hgyere og mer komplekse kompetanser jo eldre de blir. Men grunnen kan
kanskje vaere dilemmaet at jo mer kompleks en oppgave er, jo vanskeligere er det a vurdere
resultatet av den.

En casestudie ble gjort i Canada hvor fem lerere ble fulgt gjennom en tid (Suurtamm, 2004).
Alle brukte autentiske oppgaver i vurderingsarbeidet. Disse hadde selv valgt a innfgre nye
arbeidsformer, og var veldig tilfredse med maten de arbeidet pa. Problemet for dem var at de
andre 1 kollegiet deres ikke gav dem stgtte 1 arbeidet. Heller ikke syntes de lereplanen de
arbeidet etter, verdsatte nye vurderingsformer.

De siste arenes internasjonale komparative studier har satt vurdering og evaluering pa
dagsordenen, og temaet er blitt politisert. Svake resultater i internasjonale tester har fatt
politikerne til a kalle pa reformer og nye grep i skolen. Ofte er disse kravene motstridende alt
etter politisk stasted. Dette er ikke unikt for vart land. Dessuten synes det vanskelig a gjgre
seg nytte av resultater fra disse testene i arbeidet 1 klasserommet. I USA ble det i 2003 gjort et
“workshop” i regi av “The National Academy of Sciences ” (NRC, 2003) for a se pa hvordan
man kunne dra nytte av disse store internasjonale testene i klasseromsundervisningen. De
viser til PISA-testene som har fatt konsekvenser for leereplaner i mange land, og dermed ogsa
influerer pa klasseromsundervisningen.

Webb (1992) diskuterte ngdvendigheten av en ny teori spesifikk for vurdering eller
assessment i skolen. Siden den gang er mye skjedd, men fremdeles mangler det mye pa at nye
mater a tenke pa i forhold til vurdering, har nadd alle lzerere og alle klasserom. Enna er det
nok slik at eksamen er et sterkere styringsinstrument enn nye lereplaner og nye
kompetansekriterier.
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2.5 Tekstoppgaver (wordproblems) og regneoperasjoner

Tidligere tiders matematikkundervisning la stor vekt pa a leere de ulike algoritmene for de fire
regneoperasjonene. Det var viktig a ha kompetente voksne nar det gjaldt kalkulasjoner. Derfor
var det langt opp i skolen en mengde oppstilte regnestykker som elevene skulle utfgre for a
drilles i algoritmene. Etter at kalkulatorer er blitt vanlig i skolen, er det blitt mer aktuelt a
spgrre seg hva slags begrepsforstaelse elevene har nar de gjgr utregninger. Elever som sliter
med algoritmene, behgver ikke lenger streve med utregninger, men skal en lgse et gitt
problem og selv velge regneoperasjon, er kalkulatoren til liten hjelp.

Mange studier er gjort pa dette omradet, bade nar det gjelder elevers begrepsforstaelse, og nar
det gjelder de underliggende strukturene i ulike problemer som elever blir stilt overfor.
Egentlig dreier det seg om alt som har med tall og handteringen av dem & gjgre. Barn kommer
som regel til skolen med god forstaelse av de minste naturlige tallene og telling. Addisjon og
subtraksjon krever ikke sa stor begrepsmessig utvikling fra telling. Men verre er det nar de
skal utvikle forstaelse for multiplikasjon og divisjon. Denne overgangen er ikke sd enkel som
den ofte kan synes. Behr og Hiebert (1991) sier dette slik:

This means that it is likely that there are not smooth continuous paths from early addition
and subtraction to multiplication and division, nor from whole numbers to rational
numbers. Multiplication is not simply repeated addition, rational numbers are not simply
ordered pairs of whole numbers. The concepts are not the sums of previous ones.
Competence with middle school number concepts requires a break with simpler concepts of
the past, and the reconceptualization of number itself (s.VIII).

Et veldig godt hjelpemiddel i arbeidet med a undersgke begrepsforstaelsen i denne
sammenhengen er tekstoppgaver der flere alternative 1gsninger blir presentert, og hvor man
ikke behgver a utfgre operasjonen. Faktisk nevner allerede Thorndike (1922) en slik
“reasoning” test som ble laget av en Curtis som ogsa brukte den. I senere tid er en slik ”valg
av operasjon”- metode blitt vanlig i studier hvor en gnsker & finne ut noe om
begrepsforstaelse i forbindelse med tall og operasjoner pa tall Greer (1994).

Bell, Swan og Taylor (1981) nevner at tekstoppgaver - eller pa engelsk ordproblemer — fram
til da ikke hadde vert tema for undervisning. Man brukte slike oppgaver som
motivasjonsoppgaver, for a fa bruke innlarte algoritmer eller for a knytte en forbindelse
mellom matematikken og dagliglivet.

CSMS studien: Concepts in secondary mathematics and science

I det store longitudinale CSMS-prosjektet som foregikk i arene 1974 — 1979, baserte de seg pa
skriftlige tester og intervju av elever fra 11 til 16 ar. Dette var en storskalaundersgkelse kalt
CSMS (Concepts in secondary mathematics and science). Undersgkelsen baserte seg pa tema
fra lereplanene, og malet var a beskrive et hierarki av forstaelse som kunne gi informasjon til
leerere og leereplanutviklere. De undersgkte mange sider av matematikken, men malet med
den del av testen som gikk pa valg av regneoperasjoner og a sette en utregning inn i en
kontekst, a lage regnefortelling (Brown, 2005a), var a utforske elevenes forstaelse av de fire
regneartene i eksempler fra “dagliglivet”. De grunngav interessen for dette med at:

¢ bruk av kalkulator fgrer til en forskyvning i l&ereplanene fra vektlegging av
regneutfgrelse til valg av riktig tastetrykk.

e det er vanskelig 4 skille forstaelse fra mekanisk utfgrelse av algoritmer i regning.
Elever gjgr mange feil i utregninger som dreier som algoritmebruk, og det behgver
ikke si noe om elevenes forstaelse av operasjonen.

41



2 TEORI

Det de gnsket & undersgke var hva slags forskjell i vanskegrad det var mellom de fire
regneartene, og hva slags vansker som fantes med a gjenkjenne dem. I tillegg ville de se pa
hva slags betydning stgrrelsen av tallene i oppgavene hadde for resultatet. De gav ogsa
elevene regneuttrykk som elevene skulle sette inn i en kontekst, lage regnefortellinger. I den
forbindelse var forskerne interessert i se pa hva slags vansker det var a lage regnefortellinger i
forhold til det a gjenkjenne operasjonen i en gitt historie. Dessuten undersgkte de hva det ville
si om man brukte tall som malinger i stedet for telling, altsa hva slags forskjell det var pa a
bruke kontinuerlige - i forhold til diskrete stgrrelser.

Gjennom analysen av testene og intervjuene fant de ut at mange av de yngste elevene valgte
multiplikasjonsuttrykket i stedet for divisjonsuttrykket nar tallene var sma. En oppgave gikk
ut pa a finne hvor mange rader der var i en sjokoladeplate nar antall ruter totalt var 12 og
antall ruter i en rad var 3. Det hyppigste svaret var a velge den inverse operasjonen. I intervju
gav en elev Igsningen umiddelbart, men da han skulle velge regneuttrykk, valgte han 3 - 4. Pa
spgrsmal om hvordan han kom fram til at svaret var 4, svarte han at han hadde satt det opp i
tabell. Da han ble presset, aksepterte han ogsa uttrykket 12:3, men mente at 3 - 4 var det beste.

Dette og andre svar viste at elevene var mer influert av sin mate & lgse problemet pa enn av
spgrsmalsstrukturen. Selv om divisjonsoppgavene viste seg a ha samme vanskegrad enten
modellen var malingsdivisjon eller lik deling (delemodell), brukte nesten alle en delemodell
nar de laget egne historier.

Nar det gjaldt forholdet mellom operasjonene, viste det seg at divisjon generelt var enklere
enn multiplikasjon. Spesielt nar tallene i oppgavene var sma. Grunnen var at elevene lett
kunne tenke seg divisjon som lik deling, noe som gav dem et kjent konkret bilde av
situasjonen. En ma imidlertid huske at alle svar var heltall. I det lange 1gp blir det en
utfordring nar svaret ikke blir heltall. De kunne ofte fa problemer i multiplikasjonsoppgaver
nar de skulle lage historier selv.

Alle viste naturligvis god kontroll pa addisjon. Noen brukte det som en universell strategi.
Subtraksjon i betydningen “ta bort”, var bare delvis innlemma som en velkjent metode. Bare
et lite, men signifikant antall barn, hadde veldig lite begrep om multiplikasjon og divisjon selv
om de kunne lgse de fleste problemer ved hjelp av addisjons- og subtraksjonsstrategier.

I regnefortellingene brukte elevene nesten bare diskrete stgrrelser. Det dreide seg ofte om
sgtsaker og klinkekuler. Det som var mest tydelig var at det a lage historier selv, a sette
regneuttrykk inn i en kontekst, var vanskeligere enn de vanskeligste problemene ellers.
Vanskeligst var det a velge en enhet for hvert tall. Hvor for eksempel hunder og personer ble
valgt, var det problemer med addisjon. Og valgte en sgtsaker var addisjon i orden, mens
multiplikasjon ble umulig.

Elevenes tendens til a identifisere uttrykk som 391:23 og 23:391 som det samme, var uventet i
starten av studien. Antall elever som gav inverse svar, varierte i forhold til konteksten, maten
problemet ble uttrykt spraklig og rekkefglgen av de forskjellige alternativene som kunne
velges. I den endelige testen var det 49 prosent av 13-aringene som hadde minst et invers svar
av tre mulige nar det gjaldt divisjon. I intervjuene gav flere elever inntrykk av at oppstillingen
ikke var viktig. De mente svaret ble det samme uansett.

Korrelasjonen mellom forstaelse og regneferdigheter viste seg a vaere temmelig hgy i folge
statistiske tester. Sa en derimot pa enkeltelever og deres prestasjoner i divisjon og
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multiplikasjon, viste et seg at en del elever bare delvis forstod operasjonene selv om de mestra
algoritmene. De uten eller med minimal forstaelse, mestra heller ikke regningen. Likevel var
det mange som viste forstaelse i valg av operasjoner, men var darlige nar det gjaldt
regneferdigheter.

Betydningen av tallenes stgrrelse

Forskning viser at elever er opptatt av de tallene som opptrer i tekstoppgaver, nar de skal
velge regneoperasjon, ogsa nar de ikke skal utfgre selve operasjonen. De er opptatt av det
svaret de venter seg, og velger regneoperasjon i forhold til dette. Den vanlige
misoppfatningen «divisjon gjgr mindre» og «multiplikasjon gjgr stgrre» vil da spille inn.
Misoppfatningen kommer fram bade ved nakne tallregninger og ved valg av regneoperasjon i
tekstoppgaver. Hvis operanden er mindre enn 1, vil da mange elever velge multiplikasjon i
stedet for divisjon og divisjon i stedet for multiplikasjon.

Det viste seg ogsa at store tall og desimaltall gjgr det vanskeligere a finne ut hvilken
operasjon som skal brukes. Vanskeligheten ligger med andre ord ikke bare i at det blir
vanskeligere utregninger. Nar tallstgrrelsen gkte i en oppgave (hele tall), viste det seg at
lgsningsfrekvensen sank med opp til 36 prosent med en gjennomsnittlig reduksjon pa 14
prosent. Ble de opprinnelige tallene byttet ut med desimaltall, ble oppgaven ekstra vanskelig,
og var det slik at man skulle multiplisere med et tall mindre enn 1, eller dividere et tall med et
stgrre tall, falt Igsningsfrekvensen til under 20 prosent. Bell et al. (1981) refererer Collis
(1975) som viste at det var mye enklere & handtere sekvenser av operasjoner nar tallene var
sma, enn nar de var store, dvs over 100. Nar tallene ble store, var vanskegraden pa niva med
oppgaver som inneholdt bokstaver i stedet for tall.

Stgrrelsen pa tallet har altsa en effekt pa lgsningsfrekvensen pa en oppgave. Pa en ettrinns
multiplikasjonsoppgave endret forskerne Bell, Greer og Fischbein (1984) stgrrelsen pa
multiplikator fra et desimaltall stgrre enn 1, til et desimaltall mindre enn 1. Oppgaven ellers
var uendret.

Lgsningsfrekvensen falt med 40-50 prosent. Denne effekten er observert ogsa hos voksne.
Selv om man ble gjort oppmerksom pa likheten mellom de to oppgavene vil mange skifte
operasjon. Fenomenet er kalt ikke-konservering av operasjon. I divisjonsoppgaver er det
registrert enda stgrre utslag. Der ser en ogsa at utregningens vanskegrad spiller inn. Elevene
velger ikke sa lett en operasjon som gir en vanskelig utregning, selv om de ikke skal regne ut
svaret, bare velge regneoperasjon.

I undersgkelsen til Bell et al. (1981) ble det identifisert fem typer misoppfatninger. Den ene
kategorien gjaldt manglende forstéaelse for desimaltall, og at de derfor ble lest feil. Den neste
var veldig vanlig: multiplikasjon gjgr stgrre, mens divisjon gjgr mindre. De hadde en oppgave
hvor bensinen kosta 1,17 pund per gallon. Spgrsmalet var hvor mye en tank kosta hvis tanken
inneholdt 8,6 gallons. Rett svar ble valgt uten problemer. Nar sa neste spgrsmal kom, om hvor
mye det ville koste a fylle en kanne pa 0,22 gallon nar prisen var pa 1.20 pund, ble dette
oppfatta som helt forskjellig fra det forrige med begrunnelsen:

... you get a lesser amount. It is under the £1.20, so obviously it is 1,20/0,22 or something
like that (s 405).
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Da de sa i neste omgang fikk en tilsvarende oppgave med heltall, pris pa 2 pund per gallon og
en kanne pa 5 gallons, hadde de ingen problemer med a velge multiplikasjon. Ingen av
elevene som ble intervjua, syntes det var problematisk at operasjonen endra seg med grunnlag
i tallene i oppgaven. Det at prisen pa 0,22 gallon matte vere mindre enn prisen pa en gallon,
forte til at de valgte divisjon.

En misoppfatning som var spesifikk for divisjon, var at store tall alltid matte deles pa mindre
tall, det vil si at dividend matte vere stgrre enn divisor. Brown (2005b) fant ogsa at det a fa et
desimaltall som svar kunne skape problemer. | CSMS-testen gav de elevene i oppgave a dele
24 pa 20. Bare 36 prosent av elevene svarte riktig. 15 prosent av 15-aringene fikk svaret 1,4.
En elev grunngav svaret sitt pa denne maten: 20 goes into 24 once and there are four left over
(Ibid. 5. 54). Da de sa ba dem a dele 16 pa 20, var Igsningsfrekvensen lik, men na hadde
andelen som ikke fant noen lgsning, gkt fra 6 prosent til 23 prosent. I intervju sa noen av disse
elevene at det var umulig a dele 16 pa 20, eller at 20 kan ikke gé opp i 16.

Greer har i sine undersgkelser (Bell et al., 1984; Greer, 1992; 1994) vektlagt at tallene brukt i
oppgavene, har stor betydning for valg av operasjon. I en av undersgkelsene identifiserte han
tre nivaer nar det gjaldt vansker avhengig av type tall brukt som multiplikator. Hvis
multiplikator var et helt tall, valgte 92 prosent riktig operasjon. Dersom multiplikator var et
desimaltall stgrre enn 1, gjorde 71 prosent et riktig valg, men hvis dette tallet ble redusert til
et desimaltall mindre enn 1, greide 53 prosent oppgaven. Til gjengjeld hadde stgrrelsen pa
multiplikand ingen betydning.

Enheter knytta til tallene

Et annet problem i fglge Bell et al (1981) var at mange elever syntes oppgavene ble mer
kompliserte nar det var enheter knytta til tallene. Ofte tenker vi motsatt, at enheter hjelper
elevene til a velge operasjon siden enheten de skal ha i svaret, gir dem en pekepinn pa hvilken
operasjon som er riktig. Mange elever sa i intervju at de ikke kunne multiplisere tall med
ulike enheter. Schwartz (1988) introduserer en ny mate a tenke pa i forhold til enheter. Hun
snakker om ekstensive og intensive stgrrelser og introduserer en form for dimensjonsanalyse.

Elevene i undersgkelsen ble undervist i noen generelle strategier (Bell et al, 1981). En av dem
var a bytte ut tall i oppgaven med enklere tall, men mange syntes det var vanskelig a finne
passende tall som substitusjon. Det viste seg at de som runda av tall, lettere kunne gjgre
estimat, men det var vanskelig a velge operasjon ut fra tallene. De som valgte sma heltall,
greide som regel a Igse oppgaven uten problemer. Likevel antok de fleste elevene at bytte av
tall kunne fgre til endring av regneoperasjon.

En annen strategi var a bli bevisst pa a evaluere svaret. Dette hjalp elevene til a finne feil, men
gav dem ingen hjelp til & rette den opp. Det endte ofte opp med prgving og feiling pa
kalkulator.

Elevene ble ogsa vist at de kunne lage diagram. Fordelen her er at ordene forsvinner, og man
star igjen med bare problemet. Det hjalp ogsa elevene med a ansla Igsninger. Mange ganger
forte de til mulige lgsningsstrategier, men da bare av de enkleste modellene. For eksempel ble
gjentatt addisjon foretrukket til fordel for multiplikasjon.

Betydningen av oppgavestruktur og kontekst

Bell, Fischbein og Greer gjorde en ny undersgkelse (1984) hvor de sé pa i hvilken grad
oppgavestrukturen og konteksten hadde betydning for vanskegraden nar elever skulle velge
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operasjon, og hvordan dette samsvarer med numeriske misoppfatninger. Alle tall involvert var
positive tall. Elevene i studien var 12 og 13 ar gamle.

De gér inn pa de ulike modellene bak multiplikasjon og divisjon. Disse er viktige for a forsta
elevenes misoppfatninger. Ser vi pa 6 - 4, er det enkelt a forsta dette som gjentatt addisjon og
kan ogsa bli utvida til & gjelde gjentatt addisjon ogsa for maltall for eksempel 6 lengder a 4,1
m. Star regnestykket 6 - 4,1 alene og man skal lage en regnefortelling, krever dette derimot en
velutvikla begrepskunnskap. Konteksten kan vare areal av rektangel, enhetskostnad
multiplisert med mengde, fart multiplisert med tid osv. Nar det gjelder divisjon, kan 24 : 6 bli
forstatt som rettferdig deling, mens 6 : 24 ikke kan bli forstétt uten at man har utvida
divisjonsbegrepet til a inkludere brgkoppdeling, for eksempel 6 epler delt pa 24 personer. 6 :
0,5 kan ikke bli sett pa som vanlig deling, men kan bli sett pa som gruppering eller
malingsdivisjon nemlig 6m delt opp i lengder, hver pa en halv meter. For & forstd 5 : 7,5
kreves nok en utvidelse av begrepet. Det kan bli satt inn i fglgende kontekst: En mann skal
lage et tau pa 7,5 m og har gjort ferdig 5 m, hvor stor del av tauet har han gjort ferdig?

En mer kompleks gruppe av situasjoner nar det gjelder multiplikasjon og divisjon refereres til
som ratestrukturer. Disse inkluderer spgrsmal som gjelder fart, pris, bensin per mil osv.

Regneoperasjonene som modeller for situasjoner

Selv om operasjonene multiplikasjon og divisjon i seg selv kan virke enkle, viser det vi har
sett pa ovenfor at det psykologisk kan veare svaert komplekst. Greer (1992) gér ogsa inn pa
dette, men denne gang ut fra det perspektivet at dette viser seg spesielt nar en ikke ser pa
beregningene, men pa hvordan de er modeller for ulike situasjoner. Han gar ngyere inn pa
hver enkel modellsituasjon som er nevnt over, og i tillegg presenterer han nye.

Barns fgrste mgte med multiplikasjon er situasjoner der et visst antall grupper inneholder
samme antall objekter. Han gir et eksempel: 3 barn har 4 kjeks hver. Hvor mange kjeks har de
i alt? (Ibid. s. 276) Her spiller de to tallene ulik rolle. Antall barn er multiplikator som
opererer pa antall kjeks, som er multiplikand, for a gi svaret. En konsekvens av denne
asymmetrien er at en kan skille mellom to typer divisjon. A dividere totaltallet med antall
grupper for a finne antall objekter i hver gruppe, kalles delingsdivisjon eller rettferdig deling.
A dividere det totale antallet objekter med antall objekter i hver gruppe for 4 finne antall
grupper, kalles gjerne gruppering eller malingsdivisjon som viser at dette har begrepsmessig
tilknytning til operasjonen maling.

En alternativ oppfatning av like-grupper-situasjoner, er ved uttrykk som en rate, nevnt
ovenfor i forbindelse med utregning av fart, pris osv. Gar vi videre med kjeks- eksemplet, kan
vi regne ut hvor mange objekter tre barn har nar der er fire kjeks per barn. Her er underforstatt
en konstant relasjon mellom antall barn og antall kjeks, og oppgaven gir et spesialtilfelle av
denne relasjonen nar antall barn er 3.

En annen type anvendelse er multiplikativ sammenligning, uttrykt som n ganger sa mange
som. Her kan tallet n i "n ganger sa mye som" ses som multiplikator. Han gir eksempelet:

Jon har tre ganger sa mange epler som Mari. Mari har 4 epler. Hvor mange
epler har Jon?

Imidlertid er det ogsa mulig a se denne situasjonen som en mange-til en-korrespondanse som
vist under. Tre epler til Jon for hvert til Mari.
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Figur 2.5: En til mange korrespondanse

Kartesisk produkt gir en ganske annen type kontekst for multiplikasjon av naturlige tall.
Eksemplet som blir brukt er:
Hvis 4 gutter og 3 jenter danser, hvor mange ulike par er det mulig a fa?

Denne typen situasjoner svarer til den formelle definisjonen av et kartesisk produkt A X B som
mengden av ordnede par som kan dannes, der fgrste komponenten hgrer til A og den andre til
B. Hvis det er m og n objekter i henholdsvis A og B, er det mn pari A X B . En sa avansert
mate a definere multiplikasjon pa ble formalisert relativt nylig historisk sett. Her star de to
tallene i et symmetrisk forhold, og man kan dermed lage bare en type divisjonsoppgave: Sett
at det er 12 mulige av gutt-jente par. Da er det ingen essensiell forskjell mellom & spgrre etter
antall jenter, gitt at der er fire gutter, eller etter antall gutter, gitt at der er tre jenter. Han
kommenterer at slike oppgaver sjelden blir gitt.

Til slutt nevnes situasjonen med et rektangulert areal. Fgrst med heltallige lengder pa sidene.
Dette blir tilsvarende oppgaven om sjokoladeplaten i CSMS-prosjektet over. Rutediagrammet
likner pa det a arrangere fysisk mn objekter i et rekangulert rutenett med m linjer og n
kolonner. De to tallene spiller likeverdige roller, og det skilles ikke mellom multiplikand og
multiplikator. Modellen gir derfor heller ikke to ulike typer divisjonsoppgaver.

Sprakets betydning for valg av operasjon - og uformelle lgsningsstrategier

Nesher (1987) analyserte ogsa tekstoppgaver med tanke pa hvordan elever forstod dem. Det
hun la vekt pa, var hva spraket hadde & si for Igsningsstrategiene som ble valgt. Hun peker pa
et resultat som ogsa andre forskere kan vise til, nemlig at elever ofte hopper over den
midlertidige mentale representasjonen, og gar direkte pa et matematisk uttrykk der de stgtter
seg pa ord og overflatiske kjennetegn. Elever utvikler "strategier" som:

e Se patallene, de forteller hvilken regneoperasjon du skal bruke.
* Prgv alle regneartene og velg det svaret som virker mest fornuftig.
e Se pa ngkkelord eller uttrykk som forteller hvilken regneoperasjon det gjelder.

non " "y " "

Elever kan se etter ord som "flere enn", "til sammen", "1 alt",

regneoperasjon etter slike ord.

pa hver" og velge

Per har 156 frimerker. Eva og Per har 218 frimerker til sammen. Hvor
mange har Eva?
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For eksempel vil en oppgave som den over ha en tendens til a bli oppfatta som addisjon, siden
det ledende utrykket "til sammen" blir brukt.

Slike stereotype lgsningsstrategier i tekstoppgaver blir opprettholdt fordi elevene opplever a
ha suksess, selv om det er bare overflatisk. Dessuten papeker Nesher at lerebgker ofte stgtter
en slik tankegang ved at de ikke har oppgaver som utfordrer en slik strategi.

Sowder (1988) fant i intervjuer med elever en rekke forskjellige og uformelle strategier for a
lgse tekstoppgaver.

Bruk den operasjonen du kan best, eller som nettopp er gjennomgatt i klassen.

Bruk stgrrelsen pa tallene til & bestemme om du skal addere, subtrahere, multiplisere
eller dividere.

Prgv alle operasjonene og velg det mest sannsynlige svaret.

Se etter signalord som kan fortelle hva slags operasjon som skal brukes.

Avgjor fgrst om svaret skal bli stgrre enn de gitte tall, velg da addisjon eller
multiplikasjon. Skal svaret bli mindre enn de gitte tall, velges subtraksjon eller
divisjon.

» Velg den operasjonen som passer til meningen i oppgaven.

YVVV VY

Konklusjon ble at korrekte svar ikke var noen sikker indikator pa at elevene hadde god
begrepsforstaelse. Det er heller ikke sa lett a avgjgre hvordan det er med begrepsforstaelsen ut
fra ett-trinns-oppgaver, siden det er sa fa operasjoner a velge mellom. Sowder foreslar derfor
a ha oppgaver som ma lgses i flere trinn.

Hun kritiserer velmenende lerere som ber elevene se etter signalord som kan fortelle noe om
operasjon som skal brukes. For eksempel har det vist seg at mange er blitt fortalt at dersom
det star ”til sammen”, sa kan de addere. Nar denne reglen gjgr elevene oppmerksomme pa
situasjonen beskrevet i oppgaven, er de til hjelp, men som oftest blir det til at elevene stgtter
seg pa overflatiske kjennetegn. Dersom oppgaveformuleringen var slik at signal- eller
ngkkelordene harmonerer med den aritmetiske operasjonen, var lgsningsfrekvensen hgy.
Problemet er at oppgaveformuleringen ofte er annerledes.

Dimensjonsanalyse

Reed (1999) har i sin bok sett pa dimensjonsanalyse i forbindelse med multiplikasjons og
divisjonsoppgaver. Han sier at grunnen til at divisjon og multiplikasjon er vanskeligere enn
addisjon og subtraksjon, er at de to fgrste ofte refererer til flere typer objekter, og at objektet
som framkommer i svaret, kan vere forskjellig fra de som er gitt i problemet som skal Igses.
Det vil si at dimensjonen forandres. I boken blir det referert til Schwartz (1988) som mener
der er en enda mer fundamental grunn til denne forandringen, nemlig begrepet om intensiv
stgrrelse - intensive quantity”. En slik stgrrelse kan ikke bli malt direkte, men framkommer
som et forhold mellom to ekstensive stgrrelser som kan males. Hvis man betaler 440 kr for
bensinen, og man da har fatt 44 liter, er disse stgrrelsene ekstensive stgrrelser - objekter i den
reelle verden — penger og bensin. Prisen 11 kr/l framkommer som forhold mellom de
ekstensive stgrrelsene og er dermed en intensiv stgrrelse. Den essensielle egenskapen ved en
intensiv stgrrelse er at den er en konstant multiplikativ relasjon mellom to andre stgrrelser,
som ikke trenger a vaere to ekstensive. Intensive stgrrelser som konstant fart, akselerasjon og
massetetthet, er svert viktige i fysikk. A ga fra addisjon og subtraksjon som bevarer objektene
til & arbeide med multiplikasjon og divisjon som er objektforandrende, er ingen opplagt
overgang, og lerere ma derfor vaere oppmerksomme pa denne forskjellen. Hun sier at denne
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maten & se pa multiplikasjon og divisjon gir en mulighet til a rette opp darlig undervist eller
darlig innleert matematikk.

Tett knytta til Schwartz dimensjonsanalyse, er (Vergnaud, 1991) begreper om multiplikative
strukturer (multiplicative conceptual field). En conceptual field er en mengde situasjoner som
krever mestring av en rekke ulike begreper som innbyrdes star i forhold til hverandre. En
multiplicative conceptual field inkluderer begreper som dimensjonsanalyse, brgkbegrep,
forhold, rater, multiplikasjon og divisjon. For a forsta elevers forstaelse av multiplikative
strukturer, er det viktig a identifisere de matematiske sammenhengene nar de velger operasjon
for & lgse et problem.

Selv et enkelt problem som: Connie gnsker d kjgpe 4 plastbiler. De koster 5 kr hver. Hvor
mye md hun betale? Kan presenteres pa ulike mater som har konsekvenser for
dimensjonsanalysen.

Biler Kostnad Biler Kostnad
1
* 5
QA R
+ 4 . 4
4 ] .5
4 0[]
a b

Figur 2.6: Eksempel pé skalar (a) og funksjonell (b) relasjon mellom tall.
Fra Vergnaud (1991, s.145-146)

Figuren over viser to representasjoner. Figur 2.5.2 a viser en tankeprosess hvor 4 biler koster
4 ganger sa mye som 1 bil. Det er en skalar representasjon hvor bade antall biler og antall
dollar blir multiplisert med 4. Det er skalart i den mening at forholdet ikke har noen
dimensjon eller enhet. Her krysser ikke pilene som representerer multiplikasjonen
dimensjonene. Bade biler og dollar er multiplisert med en faktor 4.

I figur 2.5.2 b krysser pilene dimensjonene ved a ga fra biler til kostnader. Dette representerer
et funksjonsperspektiv som kan bli uttrykt som f(x)=ax hvor kostnaden er en linezr funksjon
av antall biler. Vergnaud mente disse representasjonene kunne vare en hjelp i
undervisningen. Det er en prealgebra representasjon som er mindre abstrakt enn algebra, men
som illustrerer relasjoner mellom tall. Elever kan derfor laere a bruke diagrammene for de
leerer & bruke algebraiske symboler.

Det er to grunner til at slike representasjoner er til hjelp. For det fgrste er det ved hjelp av
disse lettere a finne relevant dimensjon. For det andre behgver ikke elevene arbeide med de
intensive stgrrelsene som ofte skaper problemer, men i stedet bare forholde seg til de
ekstensive stgrrelsene som er enklere a forsta. I figur 2.5.2 a ser vi at den intensive stgrrelsen
kostnad pr bil er delt opp i sine to ekstensive stgrrelser bil og kostnad.
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En undersgkelse om modellene bak divisjon og multiplikasjon (Fischbein, Deri, Nello &
marino, 1985) konkluderte med at «lik deling» er den opprinnelige, intuitive primitive
modellen for divisjon, og at malingsmodellen lzres senere gjennom undervisningen. Nar
elevene skal lage tekst til oppgaver av typen 12 : 3, velger et stort flertall lik deling. Det
samme er registrert hos studenter. Likevel ma Fishbeins modell justeres ifglge annen
forskning, idet en ogsa ma ta i betraktning tallene som inngar, hvilken type det er og hvilke
egenskaper tallene har.

Fischbein og hans medarbeidere peker pa at de primitive modellene elevene har, grunner seg
pa tidlige erfaringer med multiplikasjon og divisjon begrenset til enkle situasjoner med hele
tall. Nar det blir ngdvendig a utvide omradet utover de hele tall, for a kunne takle nye typer av
oppgaver, blir det et problem at de tidlige begrepene er sa dypt rotfestet.

2.6 Algebra

Det har vart mye forskning nar det gjelder elever og forstaelse av algebra. Spesielt finnes det
mange studier pa overgangen fra aritmetikk til algebra. Det kan virke litt rart & fokusere pa
dette nar mye av datamaterialet som blir analysert er 1. trinn i videregaende skole. Likevel er
det relevant fgrst og fremst pa grunn av at oppgavene i testen for det meste maler kunnskap
som i lereplanene blir introdusert og bearbeida i ungdomsskolen.

Grevholm og Wennstrom (2001) tar opp samme problemstilling. De viser til en pagaende
diskusjon i Sverige om hvordan ansvarsfordelingen er mellom grunnskole og videregaende
skole (gymnasiet) na det gjelder algebraen, og slar fast at man som lerer ikke kan forvente
store ferdigheter i algebra ved starten i videregaende skole. Selv om dette gjelder for Sverige,
er ikke situasjonen ulik her i Norge. Det er vanskelig for elevene a klare overgangen fra
aritmetikk til algebra, og det er gjort og gjgres veldig mye forskning i temaet.

En av ekspertene pa omradet er Carolyn Kieran. Hun har gjort mange studier og konkluderer
med at problemene fins pa flere nivaer (Kieran, 1992). Innholdet i seg selv kan vare
problematisk, maten elevene nermer seg emnet og ikke minst maten det blir undervist. Hun
sier ogsa at de kognitive prosessene som involveres nar en skal laere skolealgebra, ogsa finnes
i den historiske utviklingen av algebra. I USA, er de fleste innfgringskapitlene i algebra knytta
til aritmetikken. Algebraiske uttrykk blir behandla som generaliserte aritmetiske operasjoner.
Og ut fra dette gar en videre, hvor en behandler algebraiske symboler og uttrykk som
objekter. Denne overgangen er et kognitivt stort sprang, og en forventer at elevene skal ga fra
en prosedyrisk (metodisk) til en strukturell strategi i behandlingen av de matematiske
problemene de mgter. Problemet er at i lerebgkene skjer denne overgangen veldig raskt,
mens elevene hadde behgvd mer tid.

Gallardo (2002) undersgkte hvordan elevene oppfatta negative tall. Hun lot elevene arbeide
med tekstoppgaver (wordproblems) som sa ble studert i forhold til historiske tekster. Pa den
maten fikk hun studere elevers forstaelse av tall i overgangen fra aritmetikk til algebra. Hun
fant fire forskjellige nivaer for a akseptere negative tall i det historiske materialet, mens de
empiriske dataene viste at elevene (12- og 13 aringer) presenterte tre av disse. Hun fant ogsa
at disse nivaene kunne opptre hos en og samme elev alt etter kontekst. For eksempel kunne
4-(-2) bli tolka som 4-2, hvor det negative tallet blir oppfatta som subtrahend, mens negative
lgsninger pa tekstoppgaver kunne bli akseptert og tolka riktig i noen sammenhenger og ikke i
andre. Ut fra dette diskuterer hun hvordan overgangen fra aritmetikk til algebra kan hjelpe
elevene til a utvide tallomradet fra positive tall, til ogsa & omfatte de negative tallene. Hun
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fant at inverse metoder og algebraisk sprak ikke var nok for a forsta de negative lgsningene sa
lenge elevene mangla begrep om motsatte tall. Altsa er det viktig at elevene far mulighet til &
utvide forstaelsen for tall generelt.

Nar det gjelder symbol og bokstavbruk, har forskning vist at majoriteten av elever opp til 15-
arsalderen synes a ha problemer med a tolke algebraiske bokstaver som generaliserte tall eller
til og med som spesifikke ukjente (Kiichemann, 2005). Han har analysert algebraoppgavene
fra en longitudinal undersgkelse som gikk fra 1974 til 1979. Dette var en storskalaunder-
sgkelse kalt CSMS (Concepts in secondary mathematics and science). Undersgkelsen baserte
seg pa tema fra lereplanene, og malet var a beskrive et hierarki av forstaelse som kunne gi
informasjon til leerere og lereplanutviklere. Kiichemann har sett pa hvordan elever bruker
bokstaver ved & ga gjennom algebraoppgavene og svartypene som elevene gav. Han
identifiserte seks forskjellige mater som elever fra 11 til 15 ar tolka bokstaver.

Nedenfor er det gjort et forsgk pa a sammenfatte hans inndeling av begrepsforstaelse og
prestasjonsniva i en tabell. Kolonnene til hgyre angir hvor stor prosent av elevene pa de ulike
alderstrinn som var pa de enkelte nivaene eller pa et hgyere niva. For a si det enklere, 93 % av
15- dringene i undersgkelsen var pa niva 1 eller hgyere, mens bare 9 prosent av elevene kunne
sies & vere pa niva 4 som betyr at de har en viss forstaelse av bokstaver som variable i det
minste som generaliserte tall.

Tabell 2.4: Kiichemanns inndeling av nivaer for forstaelse av bokstaver.

Elevenes mater a oppfatte Begrepsniva

bokstaver 14
i 4 0

De ignorerte bokstavene nar Niva 1 8 93 |93

det var mulig a finne en Her er oppgavene rent numeriske eller de har

gsning uten at de ble brukt. sa enkel struktur at de kan lgses ved a ignorere

De gav bokstavene verdier og | bokstavene, oppfatte dem som objekt eller ved

unngikk pa den maten a gi dem verdier.

operere med bokstavene.

Niva 2 40 |58 |93
De oppfattet bokstaver som Skiller seg fra niva 1 ved at oppgavene er litt
objekter, nemlig som mer komplekse, men bokstavene oppfattes pa
appelsiner, bananer og samme mate som i niva 1. Elevene synes a
liknende. vere mer vant med bokstaver 1 matematiske

uttrykk og av den grunn er mer villige til a la et
utrykk sta som et uttrykk. De godtar altsa i
noen grad apne Igsninger.

De oppfattet bokstaver som Niva 3 17 |34 |40
spesifikke ukjente. De kan bruke bokstaver som spesifikke

ukjente, men bare i oppgaver med veldig enkel

struktur.
De oppfattet bokstaver som Niva 4 2 6 9
generaliserte tall. Kan operere med bokstaver som spesifikke

ukjente i oppgaver med kompleks struktur og
De oppfattet bokstaver som der de kan vere frista til 4 behandle dem som
variable. objekter.

Kan ogsa oppfatte bokstaver som generaliserte
tall og da ogsa i noen sammenhenger ogsa som
variable.
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Kiichemann gjorde ogsa et forsgk pa a sette disse nivaene inn i Piaget sin stadieteori, og fant
at de forskjellige nivaene til en viss grad var sammenfallende med Piagets kognitive stadier.

Konsekvensen av dette mente han, var at man ikke kunne presentere elevene for visse typer

problemer fgr de hadde nadd et visst kognitivt utviklingstrinn.

MacGregor og Stacey (1997) derimot har i sin studie vist at det finnes grunner for
feiltolkninger som er blitt oversett i tidligere litteratur. Disse kan nok knyttes til bestemte
kognitive nivaer, men kan ogsa opptre uavhengig av disse. De nevner noen arsaker til at
elever gjgr feil i behandling av bokstaver i algebraen:
¢ Intuitive antagelser
® Pragmatisk tenkning om uvant symbolbruk
® Analogi med symbolsystem brukt i dagliglivet, i andre deler av matematikken
eller i andre skolefag.
e Sammenblanding av annen ny lering i matematikk.
Darlig designet og villedende undervisningsmateriell.

De mener at for a fa en bedre undervisning og leering i algebra, er det ngdvendig a avdekke og
vere bevisst pa slike kilder til misforstaelser. Elevenes misforstaelser fgrer til vansker med a
se hensikten med algebra. Dette igjen fratar dem muligheten til & erfare nytten av en
konsistent matematisk notasjon spesielt i forbindelse med generalisering, som Mason (1996)
erklaerer som “the heartbeat of mathematics”. Derfor er det veldig viktig a avdekke disse
misoppfatningene.

Det er ogsa blitt gjort studier der det er blitt fokusert pa elevers problemer i forbindelse med
likningsl@gsning i elementer algebra (van Amerom, 2003). I 1995 ble det startet et prosjekt
kalt “reinvention of algebra” ved Freudenthal Institute i Nederland, for a undersgke hvilke
didaktiske hjelpemidler som kunne gjgre overgangen fra aritmetikk til algebra sd smidig som
mulig. Arbeidet til van Amerom er en rapport fra dette prosjektet. Hun mener at det er viktig a
se pa likheter og ulikheter mellom aritmetikk og algebra for & bli i stand til & forsta arsaken til
problemene elevene mgter 1 denne overgangen. Aritmetikk dreier seg om ren regning med
tall, der svaret star i fokus, mens i algebra ma en forholde seg til ukjente og variable
stgrrelser. En ma ogsa kunne skille mellom spesifikke og generelle situasjoner. I aritmetikk
star bokstaver vanligvis for forkortelser eller enheter, mens i algebra star bokstavene i stedet
for tall, variable eller ukjente tall. Hun siterer ogsa Freudenthal som sier at 4+3 i aritmetikken
er et problem som ma regnes ut, mens i algebra star 4+3 for et tall.

Demby (1997) gjorde en studie i Polen hvor elever ble testa og intervjua om forenkling av
algebraiske uttrykk i 7. og senere i 8.klasse. Forfatteren fokuserte pa strategier som elevene
brukte og pa forklaring av disse strategiene. Noen av strategiene de hadde, leda fram til riktig
resultat, mens andre gav feilsvar. De fleste lgsningsmetodene kom helt spontant pa den maten
at de ikke var blitt undervist i timene. Larerne hadde gjort sitt beste for a forklare viktigheten
av algebraiske transformasjoner ved a vise til multiplikativ og additiv kommutativitet,
distributivitet og geometriske tolkninger. De intervjua elevene brukte knapt nok slike
argument, selv om de ble eksplisitt bedt om a gjgre det. Hun kategoriserte strategiene elevene
brukte og evaluerte arbeidet deres i 7. og 8. klasse. Hun kom blant annet fram til at elever som
hadde brukt gjetting og substituering, eller som konkretiserte for seg selv eller gjorde
forberedende modifikasjoner, tilhgrte de to gverste av tre nivaer pa prgven i 8. klasse. Ingen
av elevene som brukte passende konkretiseringer, gjorde feil. Elever som viste til regler og
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som sa at de bare visste, hva som var riktig, gikk alle i 8. klasse, men ingen av dem viste til
automatiserte operasjoner nar det gjaldt negative tall.

Hun diskuterer ogsa forskjellige mater & se pa algebra. Er algebra generalisert aritmetikk, eller
bgr man behandle algebra som et symbolsk system basert pa formelle regler? Hun peker pa at
i tradisjonell aritmetikk er poenget a finne svaret. Dette fgrer til intuitive og uformelle
prosedyrer i algebra. Men ifglge Kieran (1992) er man i algebra avhengig av a oppdage
strukturer som en har kunnet unnga i aritmetikken. I algebraen mgter man ogsa ofte pa
problemet at elever ikke kan godta at et utrykk virkelig kan vere et svar. Den populare troen
pa at algebra skulle bli introdusert som en forlengelse av aritmetikken ble utfordra allerede av
Lee og Wheeler (1989). De fant, i en studie av 10. klassinger, at en slik tiln&erming mgtte flere
pedagogiske vanskeligheter og kunne til og med tildekke de virkelige problemene. Noen
elever som gjorde det bra pa standardoppgaver i algebra, ble forvirra nar de ble konfrontert
med oppgaver fra begge emnene, siden de oppfatta disse to som to skilte verdener. Det ble
faktisk slik at algebraen gdela for aritmetikken. En tredjedel av elevene i deres undersgkelse
kom ved substitusjon fram til at 20 = 4 og godtok dette siden det var algebra. En elev sa at
bokstaver og tall oppfgrer seg forskjellig og forventa derfor ikke noen likhet. Ikke en av
elevene hadde en innarbeida rutine for a sjekke svar ved substitusjon. De sa med andre ord
ikke sammenhengen. De sier til slutt at de vil presisere at problemene elevene mgter, er reelle.
Elevene de mgtte, arbeidet serigst og flittig, leererne var ogsa ivrige i sin jobb, sa dette er
problemer som trenger mer fokus.

De konkluderer med at pa veien fra aritmetikk til algebra mgter elevene metodiske,
lingvistiske, begrepsmessige og epistemologiske hindringer. De siterer ogsa Filloy og Rojano
som foreslar at utfordringen i a forholde seg til et ukjent algebraisk sprak, synes a lage
problemer for elevene ogsa nar det gjelder elevenes kontroll over det vante aritmetiske
spraket. Wheeler (1996) setter spgrsmalstegn ved om man alltid skal tenke seg en smidig
overgang fra aritmetikk til algebra. Kanskje kunne en annen tiln&rming vare at man lot
elevene mgte algebra som noe helt friskt og nytt.

Elevenes vansker med algebraisk struktur ble undersgkt av Linchevski og Herscovics (1996).
Forskerne fant at det var uproblematisk for elever a lgse likninger av typen ax + b = ¢ uten
kjennskap til algoritmer for likningslgsning. De brukte systematisk substitusjon av tall. Et feil
svar gav puff til & lete videre etter et riktig svar. Likningene ble oppfatta som en regneprosess
som skulle passe med Igsningen, nemlig det som stod pa hgyre side av likhetstegnet. De
opererte spontant med tallene og lot leddene med bokstaver bli staende. Selv om de gjorde
dette, oppdaga de at elevene hadde noen uventa misoppfatninger om den matematiske
strukturen. Det var uventa at mange elever grupperte 2 og 5 i likningen 4 + n—2 + 5 =19 pa
venstre side og fikk: 4 + n — 7 = 19. De hadde Igst to-tallet fra det foregaende
operasjonstegnet. liknende lgsninger fant de i andre oppgaver. Denne tendensen ble kalt
”detachment of a term from the indicated operation”.

En annen vanskelighet var a gruppere tall som ikke stod etter hverandre. Eksempel var 115 —
n + 9 = 61. Noen elever regnet /15 — 9. De fokuserte med andre ord pa minustegnet som kom
rett etter /15 og brukte subtraksjon i stedet for addisjon. De fleste av disse endte opp med /06
—n = 61. Men noen fikk /106 + n = 61. Pa spgrsmal hvorfor det ble slik, svarte en elev at han
allerede hadde brukt opp minustegnet og stod igjen med addisjonstegnet og matte bruke det.
Forfatterne kalte dette jumping off with the posterior operation”.
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Det ble gjort en ny undersgkelse med rene talloppgaver som elevene ble bedt om a Igse pa en
slik mate at de ville avdekke strukturen som 1a bak lgsningsprosessen (Linchevski & Livneh,
1999). Studien deres bekrefter funnene fra 1996 og gav ogsa to tilsynelatende motsatte
observasjoner. Pa en mate var elevenes tolkninger av utrykkene konsistente, det vil si, man
fant de samme tendensene i mange elevers besvarelser. P4 den annen side var det ofte slik at
en elev gav rett svar i en sammenheng og feil svar i en annen.

De viser i alt til tre hovedproblemer. Den mest frekventerte feilen var at de Igste tallet fra sin
opprinnelige operasjon som vist i eksempelet over. Den som kom pa andre plass, var feil i
regnerekkefglge, det vil si at de hadde utfgrt regneoperasjonene i feil rekkefglge. Den tredje
var feil som av forfatterne ble kalt ”jumping off with the posterior operation”. De satte inn et
regnetegn som de fglte var til overs.

Et annet funn de gjorde, var at det kan synes som subtraksjonstegnet gjgr elevene mer
oppmerksomme. Eller sa er minustegnet oppfatta som et skilletegn mellom leddene. De hadde
blant annet to oppgaver: 5 + 6 -10 = ? og 17 - 3-5 = ? . Det var faktisk flere som hadde riktig
regnerekkefglge pa den siste enn den fgrste. Begge studiene deres indikerer at det er ferre
som regner fra venstre mot hgyre nar det er subtraksjon inne i bildet. Subtraksjonstegnet
synes mentalt a splitte opp uttrykket. Det viste seg ogsa at nar det var satt opp parenteser sa
var regnerekkefglgen ikke noe problem. Alle hadde fatt med seg at parentesen skulle
behandles farst.

Matematikkens usynlige tegn

Et annet problem som ikke er et spesifikt problem i algebra, men som blir forsterket i arbeidet
med algebraiske oppgaver, er matematikkens usynlige tegn. Eksempel er allerede blitt gitt
forbindelse med diagnostisk undervisning og faktakunnskap, der det ble vist til at

32 = 3-10+2, mens 31/2 er det samme som 3 + %2 (Brekke, 2002). Det samme tar Grevholm
og Wennstrom (2001) opp i en artikkel som dreier seg om det & undervise algebra. Selv om
man har mgtt usynlige tegn i aritmetikken, viser det seg vanligvis at de forarsaker stgrre
problemer i algebraen. I algebraen mgter de for eksempel pa uttrykket 3x, og her ma de vite at
dette betyr 3 - x. Dette betyr at elevene ma forholde seg til at det utelatte tegnet den ene
gangen er et addisjonstegn og en annen gang star for multiplikasjon.

I potensregningen dukker det ogsa opp usynlige tegn. De ma venne seg til at x opphgyd i 1, er
det samme som x eller x'. Oftest skrives ikke eksponenten i slike tilfeller, og da ma elevene

vite at 3xx” er det samme som 3-x'-x* =3-x"? =3x’. Det skjer ofte feil i slike tilfeller. x
har jo ingen eksponent, og da ma den vel vaere 0? Andre eksempler er usynlige koeffissienter.
I utrykket x + 3x er det lett & glemme eller vanskelig a forsta at dette star for 1x + 3x. Elevene
har med seg fra aritmetikken at m + 3m ikke gir mening. Nar m star for meter, ma
koeffisienten vare med for at man skal vite hvor menge meter man har. Uten koeffisienter gir
utrykket ingen mening i slike tilfeller. Altsa blir svaret deretter. liknende problemer dukker
opp i forbindelse med brgkregning. Er teller, nevner eller begge polynomer, er det lett a
glemme eller forsta at brgkstreken fungerer som en usynlig parentes.

Nar elevene begynner med algebra, mgter de begreper som variabel, konstant, parameter,
koeffisient osv. Ofte er det slik at leerebgker gar ganske lettvint gjennom disse, om de da i det
hele tatt blir nevnt. At x, y og z bruker a sta for variable, mens a, b og ¢ star for konstanter og
parametere er ikke lett for elevene & holde rede pa. Grevholm og Wennstrom legger vekt pa at
man ma gjgre konvensjonene tydelige for elevene, og at lerere selv ma ha gynene épne for
alle de usynlige tegnene i matematikken.
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Problemlgsning og algebra

Problemlgsning kan vare ulik 1 aritmetikk og 1 algebra. Kieran (1992) refererer Lehr, Post og
Behr som i 1987 pekte pa at problemlgsning i algebra skiller seg fra problemlgsning i
aritmetikk ved at man i aritmetikk fgrst ma beskrive og sa regne. Kieran tar for seg ”The
student-professor problem” som fgrst ble introdusert i en studie av Clement et al. (1981).
Problemet gikk ut pa & skrive en likning med variablene S og P for a uttrykke fglgende
utsagn:

Write an equation for the following statement: “There are six times s many students as
professors at this university.” Use S for the numbers of students and P for the numbers of
professors. (Clement et al., 1981, s. 288)

Problemet ble presentert for ingenigr- og matematikkstudenter og overraskende mange gjorde
feil. Hyppigste feilsvaret var det uttrykket som uttrykte motsatt forhold mellom de to
gruppene. Clement og kollegene prgvde sa samme oppgave hvor elevene skulle lage et
dataprogram i BASIC hvor output skulle vaere antall studenter nar input var antall professorer.

Den fgrste varianten av oppgaven krever en likning hvor bokstavene ma behandles som
variable, og likhetstegnet skal uttrykke en ekvivalens. Kieran (1992) kommenterer at den siste
oppgaven gir mulighet for en prosedyrisk lgsning i motsetning til den fgrste som var rent
strukturell. Hun konkluderer med at ogsa pa universitetsniva synes det som om studentene
finner mer mening i numeriske tolkninger enn i strukturelle representasjoner.

Etter at Clement presenterte sine funn, har det vaert en rekke andre studier hvor hans problem
er blitt inkorporert. Han selv gjorde nye studier hvor han filmet studentene 1 arbeidet med
oppgaven, for a finne grunnen til at s mange elever satte opp et utrykk for motsatt forhold
nemlig 6 § = P. Han fant to grunner, nemlig at rekkefglgen de to gruppene professorer og
studenter ble nevnt i oppgaveteksten. Han kalte dette en syntaktisk strategi siden den ikke var
avhengig av meningen i utrykket. Den andre Igsningsstrategien kalte han statisk
sammenligningsprosess, siden de som brukte denne forstod at det var flere studenter enn
professorer, men ikke visste hvordan dette kunne uttrykkes symbolsk. Av den grunn satte de
tallet inntil det symbolet eller bokstaven som den var referert sammen med. 6 ganger sa
mange studenter ble 6S.

Korrekt tilneerming krever en operativ strategi hvor en sammenligning av to ulike grupper
skal presses inn 1 en likning som viser to like grupper. Dette krever en hypotetisk operasjon
som gjgr gruppa av professorer 6 ganger sa stor som den egentlig er.

Reed (1999) gir en oppsummering av ulike studier hvor det er gjort forsgk pa a finne ut om
rekkefglgen i oppgaveformuleringen, kan fgre til hgyere lgsningsfrekvens. Eller om innfgring
av andre bokstaver for de variable slik at bokstavene ikke kan knyttes til selve ordet for
gruppene (f.eks ikke S for studenter), kan ha betydning. Ofte har det vist seg at slike grep har
virket mot sin hensikt.

Mac Gregor og Stacy (1993) gav blant annet elevene i oppgave a buke matematiske symbol
for & uttrykke utsagnet: ’the number y is eight times the number z”. Bare 37 prosent av
elevene satte opp en riktig ekvivalens og ikke mer enn 27 prosent greide det samme for
utsagnet: s is eight more than #”. Omtrent 50 prosent av svarene var svar hvor ekvivalensen
uttrykte motsatt forhold mellom mengdene. Forskerne her mente at grunnen til dette matte
vare direkte representasjoner av kognitive modeller hvor tallene ble assosiert med den stgrste
mengden. Denne tolkningen er konsistent med Clements forklaring som han kalte statisk
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sammenligning, men viser ogsa at det a referere til konkreter ikke er en forutsetning for at
slike feil skal oppsta (Reed, 1999).

Tidlig innfering av algebra?

Carraher, Schliemann og Brizuela (2001) setter spgrsmalstegn ved om man ma vente sa lenge
med a innfgre algebra. De nekter ikke for at man ma ta hensyn til elevenes kognitive stadier
som Kiichemann legger vekt pa, og de godtar at det er et stort kognitivt sprang fra aritmetikk
til algebra. Men kan det ikke veere slik at ogsa aritmetikken tjener pa at elever tidlig lerer a
operere med ukjente? De argumenterer med at den sene innfgringen av algebra i1 skolen ikke
er basert pa kunnskap om elevers kognitive utvikling, men pa grunn av hva som er vanlig i
leereplanene. De mener at mye av den underliggende begrepsforstaelsen i aritmetikk er hentet
fra algebraen, og bruker som eksempel at aritmetikken involverer representasjon av og
operasjoner pa ukjente. Dette glemmes ofte siden aritmetiske problemer vanligvis er
presentert i ferdig form, hvor den ukjente korresponderer til tomme felt til hgyre for
likhetstegnet. De mener ogsa at hvis aritmetiske problemer er tilstrekkelig komplekse, slik at
det ble vanskelig for elevene og sette opp problemet i ferdig form, ville det vert enklere a
forsta hvor sentral algebraisk notasjon er i Igsning av aritmetiske problemer.

Studien deres gikk over tre ar og involverte elever fra 8 til 10 ar. Ideene bak prosjektet var:

e Barns forstaelse av additive strukturer gir et godt utgangspunkt for “algebraisk
aritmetikk”.

e Additive strukturer fordrer at barn tidlig utvikler forstaelse for negative tall og
stgrrelser og representasjon av disse pa tallinja.

e Sammensatte problemer og representasjoner for a behandle variable, inkludert
algebraisk notasjon, bgr bli en del av barns repertoar sa tidlig som mulig.

® Barns meninger og spontane notater bgr gi grunnlag for syntaktiske strukturer i
innlzeringen selv om syntaktisk resonnering basert pa strukturen til matematiske
uttrykk bgr bli relativt autonome over tid.

De brukte tallinje basert pa N, en N-linje, som utgangspunkt for arbeid med uttrykk med den
ukjente N. Episoden som er referert i artikkelen, er en godt kjent kontekst for elevene og det
som er ukjent, er penger i en sparegris. Dette passer bra for a forsta at noe er der, man vet bare
ikke hvor mye.

Mange av elevene startet med a lage tegninger og gav spesifikke verdier til de ukjente, men
etter hvert brukte de algebraisk notasjon og tallinja for a forklare sammenhenger i fortelingene
de brukte. Det ma nevnes at elevene hadde arbeidet inngaende med tallinjer. Fgrst valig
tallinje sa N-tallinje hvor noe som er 3 mindre enn en ukjent N kan plasseres 3 skritt til
venstre for N uansett hva slags verdi N matte ha. P4 samme mate som ”+7 — 10 ” kan
plasseres pa - 3 pa tallinja for de to uttrykkene ”"+7 — 10 ” og ”-3” representerer det samme. |
undersgkelsen fant Carraher et al. at barn helt ned i 8 - 9 ars alder kan lere a bli komfortable
med a bruke bokstaver til a representere ukjente verdier og kan operere pa representasjoner
som involverer tall og bokstaver uten at de ma gi bokstavene spesifikke verdier. De nevner
ogsa at i tidligere undersgkelser har elever i samme alder vert i stand til 8 komme fram til at
nar to personer har hver sin mengde av sukkertgy, og nar en har tre flere den den andre, var de
i stand til a representere dette forholdet ved hjelp av den ukjente N. Den ene personen ma ha
N sukkert@y, mens den andre ma ha N+3. De greide til og med & finne ut at det var mange
tallpar som passet situasjonen.
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Radford (2001) kommenterer denne studien og tilbakeviser blant annet at det er nytt at elever
pa et tidlig stadium er i stand til a operere med ukjente, og mener at spgrsmalet Carraher et al.
burde stilt er: Nar kan elever starte med algebra? Han papeker at andre studier har vist at det
kommer an pa hva slags kontekst problemene er satt inn i.

I tillegg kommenterer han undervisningen som fant sted i det som ble presentert i artikkelen.
Det at elevene greide a tilegne seg og forsta det a operere med en ukjent, kan fgres tilbake til
aktiviteten som foregikk i klasserommet. Da tenker han pa bruken av tallinja, den godt
planlagte konteksten og interaksjonen mellom elever og lerere. Dessuten mener han at deres
tilneerming til algebra legger en god basis for en sterk begrepsforstaelse for negative tall.
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3 Metode

Arbeidet er en del av KUL-LCM prosjektet som blir drevet av Hggskolen i Agder, LCM star
for Learning Communities in Mathematics. Prosjektet blir stgtta av Norges Forskningsrad
gjennom KUL-programmet. KUL star for kunnskap, utdanning og leering. Prosjektet er et
flerarig prosjekt med formal a styrke leering og undervisning i matematikk. I KUL-LCM-
prosjektet skal dette skje gjennom et samarbeid mellom didaktikere ved hgyskolen og lererne
ved skolene som er med. Disse danner arbeidsgrupper, og det blir arrangert ”workshops” flere
ganger i aret hvor lerere og didaktikere mgtes.

Inquiry er et stikkord for prosjektet. Ordet star for en tenkemate som gjgr at man blir i stand
til a reflektere over og stille spgrsmal ved den praksisen man er engasjert i, og slik utvikle ny
og dypere forstaelse for arbeidet en gjgr. Dette gjelder bade leererne og didaktikerne. Jaworski
(2004) legger vekt pa at inquiry gir en teoretisk basis for a se pa forskning som et verktgy for
utikling. Hun sier at & ”inquire” betyr a stille spgrsmal, gjgre undersgkelser, a fa tak i
informasjon og a sgke etter kunnskap. Hun siterer Wells (1999) og sier at han ser pa inquiry
som:

...a willingness to wonder, to ask questions, and to seek to understand by collaborating
with others in the attempt to make answers to them (s. 122).

Sgken etter kunnskap, a stille spgrsmal og prgve a finne svar i sammenheng med laring
former essensen i inquiry prosessen som KUL-LCM- prosjektet bygger pa. Larerne i
prosjektet skal ikke vere deltakere, men partnere i utviklingsprosessen.

Siden hovedmalet er & fa mer kunnskap om matematikkundervisning og laring, blir sgkelyset
retta mot klasserommet og det som foregar der. Det vil si at man studerer hvordan
samarbeidet mellom lerere og didaktikere kan fremme effektiv l&ring i matematikk.

3.1 Utvalg

Sju skoler er med i prosjektet og pa hver skole er minst tre laerere engasjerte. Skolene er bade
grunnskoler og videregaende skoler. De sju skolene som er med, er fordelt slik:

Tabell 3.1: Oversikt over type skoler som deltar i prosjektet.

Antall skoler | Type skole Aldersgruppe

1 Kombinert barne- og ungdomsskole 6-16

2 Barneskole 6-13

2 Ungdomsskole 13-16

2 Videregaende skole 16-19 (eller eldre)

Klassetrinnene som blir undersgkt, er 4., 7., 9. og 1 trinn pa videregaende skole. Ved a ga inn
i et slikt prosjekt slipper man & bekymre seg for formelle sider ved selve prosjektet. Alt som
har med godkjenninger fra Statistisk Sentralbyra og Datatilsynet var i orden.

Siden denne studien er en del av et flerarig prosjekt, var utvalget av elever allerede bestemt.
Det ma bemerkes at det ikke har vert noe tilfeldig utvalg. Siden prosjektet gar ut pa a
involvere lerere ved de forskjellige skolene i arbeidsgrupper, har det vert naturlig & velge
skoler som ligger innenfor et begrensa geografiske omrade.
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For & kontrollere om prosjektet fgrer til en utvikling hos elevene nar det gjelder matematisk
kunnskap, ble det varen 2004 utviklet et sett matematikktester. Disse ble laget med to formal.
Det ene var som nevnt a kunne si noe om utviklingen hos elevene ved hjelp av skriftlige
tester. Det andre var ut fra valg av oppgaver a kunne si noe om elevenes misoppfatninger.

Det ble laget tester for alle trinn som deltar i LCM- prosjektet. Det betyr at det ble laget
oppgaver til 4., 7. og 9. trinn i grunnskolen og 1. trinn i videregaende skole. Oppgavene i
testene var hovedsaklig oppgaver som var utprgvd i tidligere studier. Dette sikret kvaliteten pa
oppgavene. De ble sa endret slik at de passet inn pa de ulike klassetrinnene. De emnene som
ble valgt for prosjektet var: Tall, algebra, geometri og statistikk. Pa de laveste trinnene ble alle
emnene testet, pa de to gverste bare tall og algebra. Grunnlaget for denne studien blir testene
fra 9. og 11. trinn (grunnkurs). De andre testene ble bearbeida og danner grunnlaget for
masteroppgaven til Odd Helge Mjellem Tonheim.

Andreassen (2005) betoner at i utvelgelsen av oppgavene ble det lagt vekt pa at de skulle
passe til l&ereplanene for de ulike trinnene slik de blir presentert i L97. Nar det gjelder
grunnkurs i videregaende skole, sa inneholder testen stort sett emner gjennomgatt i
grunnskolen. Oppgavene er hentet fra KIM-prosjektet (Brekke, 2002), fra Evaluering av
Reform 97 (Alseth et al., 2003) og fra to internasjonale prosjekter nemlig Kassel - Exeter-
prosjektet (Burghes, 1999; Hinna, 1996) og TIMSS (Brekke et al., 1998).

Det er viktig a merke seg at selv om oppgavene er valgt med omhu, sa sier testene likevel
ingenting om elevenes kompetanse nar det gjelder muntlig framstilling eller om evnen til a
resonnere matematisk. Ut fra testene kan man heller ikke si noe om elevenes strategier ved
utforskning eller problemlgsning (Andreassen, 2005)

For & kunne si noe mer om hvordan elevene har kommet fram til svarene, og hvilke strategier
elevene har brukt, er det foretatt noen intervjuer av noen av elevene som hadde testene. [
tillegg er elever pa en annen skole blitt intervjua.

3.2 Testene

Pa alle trinn hadde testene samme layout. De bestod ogsa uansett trinn av bade
flervalgsoppgaver og apne oppgaver. I de dpne oppgavene matte elevene selv skrive svaret.
Noen av disse var ogsa utformet slik at de skulle forklare hvordan de kom fram til svaret. Det
sier seg selv at nar testene skal gjennomfgres pa 45 minutter, er det begrensa hvor mange
apne oppgaver man kan ha. Ingen bruk av hjelpemidler var tillatt, sd utregninger matte skje
uten hjelp av kalkulator.

Testene pa de to trinnene som inngar i studien, var laget for a teste elevenes kunnskaper i tall
og algebra. De var som sagt ferdiglaget varen 2004. Selve kodingen av svarene har veert den
samme som Andreassen innfgrte etter fgrste test. Alle korrekte svar fikk kode 1. Delvis riktige
svar fikk kode 2 eller 3, og feil svar ble satt opp med kode 11. Kode O betydde at oppgaven
var ubesvart, se vedlegg 1.4.

3.2.1 Niende trinn

Testen ble gjennomfgrt to ganger i de samme klassene. Pa 9.trinn er det tre skoler som deltar i
prosjektet. Pa hgsten var det 90 elever som gjennomfgrte testen, pa varen 78.
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Det viste seg ved fgrste testing at det pa 9.trinn var for mye arbeid slik at elevene ikke hadde
mulighet for a komme gjennom testen. Selv om den var laget med tanke pa at det var
oppgaver som skulle ha en vanskegrad slik at ikke alle kunne mestre dem, viste det seg at det
var for liten tid. Av den grunn ble noen av oppgavene tatt ut. De som ble tatt ut var
oppgavene: 1, 23 e, 22¢, 22d, 27 d, 28, 29 og 32, se vedlegg 1.1. Disse oppgavene ble vurdert a gi
forholdsvis liten informasjon i forhold til de som ble staende, se vedlegg 1.2. For 9. trinn fikk
elevene ett poeng for de besvarelsene som var koda med 1, 2 eller 3 se vedlegg 1.4. Det betyr
at de fikk samme uttelling pa bade korrekte og delvis korrekte svar. Det ble gjort slik pa fgrste
test, og derfor var det mest hensiktsmessig for sammenligningens skyld a gjgre det likt.

Nedenfor er en oversikt over hva slags emner som ble testet.
® prosent

¢ multiplikasjon av hele tall
® regning med negative tall
® posisjonssystemet
e sammenligne tall med ulikt antall desimaler
e regning med desimaltall (multiplikasjon og divisjon)
e alese av desimaltall pa en tallinje
e sammenligne stgrrelsen til desimaltall
® regning med brgk (addisjon, subtraksjon og multiplikasjon)
* omgjgring fra brgk - og fra brgk uttrykt med ord - til desimaltall
e overslagsregning (multiplikasjon og divisjon)
e valg av regneuttrykk i tekstoppgaver
¢ regnefortelling, finne en passende realistisk situasjon til et regneuttrykk
e forstéelse av regneoperasjoner og inverse tall
e forenkle algebraiske uttrykk
e addisjon av algebraiske uttrykk
® sette inn verdier i algebraiske uttrykk
® bruke mgnster som utgangspunkt for en telle- eller regnestrategi, generalisering
e likningsbegrepet og forstaelse av bokstav som et generelt tall
® proporsjonalitet.
3.2.2 Grunnkurs

Her var det to skoler som deltok. Til sammen var det 236 elever som deltok pa hgsten, mens
det pa varen var et betydelig frafall slik at 218 gjennomfgrte testen. Det er naturlig at det blir
et frafall pa varen, Bade har elevene alternative opplegg de siste ukene, og pa grunnkurs ma

en ga ut fra at noen har sluttet i lgpet av aret. Det gikk ut spgrsmal til skolene om dette, men

det er ikke kommet svar.

Nar det gjaldt grunnkurs i videregdende skole, var det blitt lagt til to nye deloppgaver nemlig
12d og 12e, se vedlegg 2.2. Ved komponeringen av testen var det stor diskusjon med l@rerne
om hva som var passe arbeidsmengde. Det viste seg etter fgrste test at elevene hadde veldig
god tid. Derfor ble det bestemt at man skulle legge inn et par ekstra oppgaver. I tillegg ble
oppgave 9 e forandret fra 3a + a% + a3 til 3a + a? + a2. Grunnen var at det ikke var noe elevene
kunne gjgre med det forste uttrykket. Dermed var ikke oppgaven sa velegna til a avdekke
misoppfatninger som elevene matte ha. Nar det gjelder poengberegning, ble det pa dette
trinnet gitt poeng bare for de svarene som var korrekte — dette ogsa i samsvar med det som ble
gjort pa hgsten.

Oversikt over hva som ble testet:
® bruk av de fire regningsartene i tekstoppgaver, valg av Igsningsstrategi

59



3 METODE

forstaelse av regneoperasjoner og inverse tall

valg av regneuttrykk til en tekstoppgave

multiplikasjon og divisjon av hele tall

multiplisere med desimaltall

potenser

sammenligne stgrrelsen pa desimaltall

posisjonssystemet, desimaltall

addisjon og subtraksjon av brgk

omgjgring fra brgk - og fra brgk uttrykt med ord - til desimaltall

kunnskaper i algebra

forenkle algebraiske uttrykk

likningsbegrepet og forstaelse av bokstav som et generelt tall

forstaelsen av formler (funksjoner) og hvordan de ulike stgrrelsene (variablene) pavirker
hverandre

likningslgsning

finne svar pa algebraiske uttrykk, uavhengig av verdiene til de variable stgrrelsene
finne en funksjon som beskriver en situasjon

hva koeffisientene betyr i et funksjonsuttrykk

problemlgsningsoppgave, valg av Igsningsstrategi

3.2.3 Behandling av testene

I behandlingen av testene ble det statistiske programmet SPSS og regnearkprogrammet Excel
benytta. Skolenes og elevenes koder ble lagt inn og i tillegg alder og kjgnn.
Oppgavenummereringen ble beholdt pa tross av forandringene som ble gjort. Dette gjorde det
enkelt & sammenligne resultater enkeltvis bade nar det gjaldt elever og oppgaver.

For a kunne se pa utviklingen gjennom et ar, ble de elevene som ikke hadde deltatt pa begge
testene tatt ut. Skal data sammenlignes der bade tester og testpersoner er de samme, er den
mest brukbare statistiske sammenligningstesten en paret T-test. Denne ble utfgrt ved hjelp av
SPSS.

Det ble laget tabeller og diagrammer over elevresultater og resultater pa de enkelte
oppgavene. Disse ble sa sammenlignet med resultatene fra hgsten for a illustrere hva som
hadde skjedd gjennom aret. Til a lage diagrammer ble Excel for det meste benyttet.

3.2.4 Tilbakemelding til skolene

Siden masteroppgaven er en del av et stgrre prosjekt hvor mange skoler, elever og l@rere er
involvert, er det naturlig at det blir gitt tilbakemelding om resultatene av testene. Det ble
derfor utarbeidet tabeller med gjennomsnitt, og stgrste og minste poengsum for hele gruppa,
og for den spesielle skolen. I tillegg ble det laget tabeller for hver klasse med elevkoder, slik
at klasselarer kunne ga tilbake og gi tilbakemelding til hver enkelt elev. I tabellene var ogsa
resultatene fra testen om hgsten, tatt med.

For a kunne gi en reell sammenligning ble de oppgavene som ikke var med pa begge testene,
tatt ut, og disse var ikke med i poengberegningen. P 9.trinn ble derfor den oppnaelige
poengsummen forandret fra 66 poeng til 57 poeng. Pa grunnkurs ble total poengsum den
samme, men her ble ikke de to nye oppgavene tatt med i poengberegningen. Dette ble forklart
i tilbakemeldingen.
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For grunnkurs spgrs det om ikke tilbakemeldingen kom for sent, siden grunnkurs er en
avsluttet enhet i den videregdaende skolen. Det har ikke vaert noen respons pa
tilbakemeldingene fra noen av skolene.

3.4 Intervjuene

Denne studien er hovedsakelig en kvantitativ studie, der hovedvekten er lagt pa resultater fra
de skriftlige testene. I analysen av svartyper i de ulike oppgavene har dette vert
utilfredsstillende. Derfor ble det tidlig i hgst gitt signaler om at det var gnsket a foreta noen
intervjuer. Tredjearsstudentene ved lererutdanningen i Kristiansand hadde et prosjekt der de
skulle intervjue elever og transkribere disse intervjuene. Vi masterstudenter fikk da mulighet
til & pavirke valg av oppgaver som skulle tas opp i intervjuene. Transkripsjonene fra dette
arbeidet er blitt stilt til var disposisjon. Dessverre kom disse svert sent, men et intervju er tatt
med i analysen. Dette intervjuet ble foretatt av Ingelin Tengesdal. Elevene som ble intervjua
av lererstudentene hadde gjennomgatt samme test pa hgsten 2005. Derfor var oppgavene
noksa ferske, og det viser i intervjuene at elevene prgver a finne ut hva de gjorde pa testen.

Av den grunn har jeg tatt noen oppgavebaserte intervju ved en annen videregaende skole i en
annen del av landet. For disse elevene var oppgavene ukjente siden de mgtte dem for fgrste
gang. Elevene som ble intervjuet, var alle elever pa grunnkurs for allmenne fag. Det ma
nevnes at intervjuene ble tatt i begynnelsen av februar maned. Det hadde vert gnskelig a ta
dem i mai, ved skolearets slutt slik at de var tatt omtrent pa samme tid i skolearet som siste
test, men det ble ikke mulig. I alt ble 8 elever intervjuet, 5 var MY - elever og 3 MX-elever.
De hadde nylig skilt lag. Jeg ba lererne deres & plukke ut elever fra alle niva. Likevel ma det
sies at siden det skulle vere frivillig, fikk jeg ingen direkte svake elever. Det som var
interessant var, at flere gnsket a bli intervjuet samtidig. Det ble vellykket pa den maten at jeg
fikk deres diskusjoner som gav et godt bilde av strategiene de hadde, og hvordan de tenkte.

Intervjuene ble tatt opp pa MP3-spiller og senere transkribert. Papiret som elevene brukte i
lgsning av oppgavene, ble tatt vare pa, og noen av disse ble skannet for a belyse
misoppfatninger som elevene har.

3.5 Analyse

Oppgaveanalysen

Nar det gjelder analyse av oppgavene, sa er hele datamaterialet benyttet. Det betyr at
resultatene fra alle elevene er tatt med i analysen. Hovedvekten ligger pa materialet fra varen
2005. Der oppgavene har vart behandla i masteroppgaven til Andreassen, vil resultatene
derfra ogsa bli tatt med. Oppgavene vil bli belyst i forhold til tidligere forskning og i forhold
til lereplaner for de ulike trinnene. Her er ogsa intervjuene dratt inn i analysen for & gi et
rikere bilde nar det gjelder lgsningsstrategier og misoppfatninger.

Oppgavene blir ssmmenlikna med oppgaver fra andre undersgkelser. KIM-undrsgkelsen ble
foretatt fgr innfgringen av L97. Derfor harmonerer ikke klassetrinna med dagens inndeling.
Av den grunn er alle referanser til klassetrinn gjort slik at disse er forandra til dagens ordning.
For eksempel er det som i KIM-undersgkelsen var 8. trinn, referert til som 9. trinn.

Oppgavene det blir sett nermere pa, er algebraoppgavene, oppgaver som gjelder valg av

regneoperasjon og regnefortellingene. Der elevenes svar pa de apne oppgavene i testen er
gjengitt, er disse kursivert.
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Noen oppgaver blir ogsa i utviklingskapitlet sett pa ut fra et analyseperspektiv.

Utviklingen gjennom aret

I analysen av testene sett under ett og det som kan leses ut fra dem nar det gjelder utviklingen
gjennom skolearet, er bare elever som deltok pa begge testene med i datagrunnlaget. Pa
9.trinn gjaldt dette 74 elever, pa grunnkurs 206.

Resultatene til disse elevene er systematisert og satt inn i diagrammer. Noen diagrammer
illustrerer poengutviklingen hos de enkelte elevene, men de langt fleste gjelder
lgsningsfrekvens pa oppgavene. Det blir ogsa i denne analysen sett neermere pa noen
enkeltoppgaver. Det er viktig & huske pa at prosentandelene ikke blir de samme som i
oppgaveanalysen siden datagrunnlaget er forskjellig fra oppgaveanalysen hvor alle elever er
med i datagrunnlaget.

Det ma bemerkes at for de fleste av oppgavene for 1.trinn i videregaende skole, grunnkurs, er
resultatene for MX- og MY-gruppene ogsa presentert. De er likevel ikke alltid kommentert.
De star der bare som ekstra informasjon. I analysen av de to testresultatene er gruppene splitta
slik at disse ogsa blir presentert hver for seg.

Nar det er tale om forskjell fra den ene testen til den andre, er differansen alltid oppgitt i
prosentpoeng. En lgsningsfrekvens (frekvens av riktig svar) pa hgsten pa 50 prosent og en
lgsningsfrekvens pa varen pa 73, gir en differanse pa 23 prosentpoeng.

I kapitlene for de to trinnene blir oppgavene ofte gjentatt. Dette er bevisst for at materialet
skal vere lett tilgjengelig uten a matte lese hele masteroppgaven.

Alle figurer og tabeller er gitt nummer der delkapittelnummeret utgjgr de fgrste sifrene. I

tillegg kommer nummeret figuren eller tabellen har i delkapitlet. Tabell nummer 1 i kapittel
4.3.1 far pa den maten nummeret 4.3.1.1.
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I analysen har det veert naturlig a se pa utviklingen gjennom skoleéaret 2004/2005 som vi kan
lese ut av testresultatene. Siden studien er en del av et flerarig prosjekt, er dette ogsa
interessant for dem som skal arbeide videre med prosjektet. I tillegg er noen oppgaver
nzrmere analysert. Disse er delt inn i to hovedemner der det ene omhandler tekstoppgaver,
det andre er algebraoppgaver. Fgrst kommer de to delkapitlene med oppgaveanalyse, og
deretter kapitlene for utvikling gjennom et ar.

4.1 Tekstoppgaver og de fire regningsartene

Det kan kanskje synes ungdvendig a se pa regneoperasjoner og valg av disse nar vi skal
analysere data samlet inn fra 9. trinn pa ungdomskolen og fra fgrste klasse allmenne,
gkonomiske og administrative fag. I L97 star det ikke noe spesifikt om dette i planen for 9.
trinn, men i innledningen til L97 betones muligheten bruk av teknologiske hjelpemidler gir til
a vektlegge forstaelse i forbindelse med tall og regneoperasjoner:

I arbeid med oppgaver og problemer der eksperimentering og undersgkelser vektlegges, gir
bruk av lommeregner og informasjonsteknologi muligheter for nye innfallsvinkler. I slikt
arbeid blir det seerlig viktig a forsta tall og regneoperasjoner, a kunne tolke tabeller,
diagrammer og geometriske figurer og & ha evne til & gjgre overslag og vurdere resultater
(L 97, s.155, KUF, 1996)

I fellesmalene for ungdomstrinnet star det at :

Elevene skal lare a bruke sine kunnskaper i matematikk som et nyttig redskap i oppgaver
og problemer i dagliglivet og samfunnslivet. Elevene skal ut fra et aktuelt tema eller
problemomréade kunne systematisere og formulere opplysninger med matematikkens sprak,
utvikle resultater ved hjelp av metoder og redskaper de rér over, og prgve dette pa den
aktuelle sammenhengen (Ibid. s.166).

Og videre:

Elevene skal fa erfaringer med og kunnskaper om tall og regning som et effektivt redskap i
aktuelle situasjoner og ved lgsning av problemer. (Ibid. s.166)

I leereplanen for 9.trinn star det blant annet spesifisert at elevene skal:

arbeide mer med vanlig brukte enheter, enkle og sammensatte
registrere, formulere og arbeide med problemer og oppgaver knyttet til samfunnslivet, f eks
sysselsetting, helse og ernaring, befolkningsutvikling og valgmetoder
arbeide med spgrsmal og oppgaver innenfor gkonomi, f eks lgnn, skatt, trygd og forsikring
e gjgre erfaringer med enkel varekalkulasjon ved & bruke begreper som kostnad, inntekt, pris,
merverdiavgift, tap og fortjeneste
bruke matematikk til & beskrive og bearbeide noe mer sammensatte situasjoner og sma prosjekter
e trene seg i a velge og vurdere framgangsmater for a Igse problemer, i & gjgre overslag, kontrollere
beregninger og vurdere svar
e gve segi a tolke, beskrive, vurdere og bearbeide situasjoner og praktiske problemer bade ved bruk av
ord og ved a oversette til formler, likninger og ulikheter (Ibid. s.168)

Alle disse malene som elevene har arbeidet med gjennom aret, skulle gi dem kompetanse i a

arbeide med tekstoppgaver eller oversatt fra engelsk ordproblemer. Slike oppgaver krever:
“The integration of linguistic and aritmetic processing skills” (Ostad, 1998, s. 2).
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Lareplanen for grunnkurs har ikke mye om tall og tallbehandling som passer for vart formal,
men i mal 1c star det at elevene skal (KUF, 1999):

kunne lese og forsta en enkel matematisk tekst, kunne gjgre rede for innholdet og kunne
bruke det i oppgavelgsning (s. 5).

Ingen av oppgavene under krever at man regner ut svaret. Derfor skulle det ikke ha noen
betydning at elevene ikke fikk bruke kalkulator. Men det har vist seg at en stor andel av
elevene pa begge trinn har problemer med disse oppgavene. Selv om regneoperasjonene er de
fire regningsartene, synes det ikke a ha vert enkelt & komme fram til riktig svar.

4.1.1 Valg av operasjon i oppgaver med lgsningsalternativer

Den fgrste oppgaven var gitt bare pa 9.trinn. Det er en oppgave hvor alle gitte verdier er hele
positive tall. Noen av oppgavene ble gitt pa begge trinn og resultatene fra begge blir tatt med i
analysen. Noen av oppgavene ble analysert etter den fgrste testen hgsten 2004 (Andreassen,
2005). Der det er naturlig, blir disse svartypene ogsa tatt med for a se pa utvikling av
feilsvartypene. I materialet er alle elevene medregna enten de mgtte pa en eller begge testene.

Oppgave der dividend er mindre enn divisor

Oppgave 20 (9.trinn)
a Sett ring rundt alle regneuttrykkene som passer til regneoppgaven

24 halsbdnd pakkes i eske. Om 24 halsbdnd veier 3 kg, hvor mye
veier da ett halsband?

24 .5 24 3 3:24 3.4 243 3+ 24

Tabell 4.1.1.1: Svarfrekvens i prosent for de ulike svartypene.

Oppgave 20a  9.trinn KIM 9. trinn LCM 9.trinn LCM 9.trinn
1995 2004 2005
4 2200000000000 000 Zl B0 00 0@

24 :3 53 34 35
3. 24 eller 24-3 2 3 1
24:30g3:24 11 19 24
Bade 3 - 24 0g 243 4 4

Andre svar 1 6 3
Ikke besvart 1 9 13

Denne oppgaven var enkel pa den maten at den ikke involverte desimaltall. De aller fleste,
bade hgst og var, valgte riktig nar det gjaldt operasjon, men det hyppigste svaret var det
inverse av det riktige. Forskjellen mellom KIM- og LCM-elever er ikke stor. Det var ferre
som ikke svarte pa oppgaven i 1995, men flere som valgte det inverse uttrykket.

Som for elevene i de ulike undersgkelsene som det er referert til i teorikapitlet, skaper det
problemer at dividend er mindre enn divisor. Modellen som blir brukt her, er den primitive
delingsmodellen (Fischbein et al., 1985) - rettferdig deling, men uten e grunnleggende
forstaelse forbrgk, er det vanskelig a fa noen mening ut av denne modellen. | CSMS —
undersgkelsen overrasket det forskerne at mange elever tilsynelatende oppfattet divisjon til &
vare kommutativ. Andre mente i intervju at rekkefglgen var uvesentlig siden de klarte a regne
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ut svaret pa andre mater. Derfor hadde de ikke noe forhold til regneuttrykkene (Brown,
2005a). Blant vare testelever er det 19 prosent som gir dette svaret pa hgsten, mens andelen
som setter de to uttrykkene 24 : 3 og 3 : 24 som ekvivalente uttrykk, gker til nesten 25 prosent
pa varen. Det er faktisk like stor andel som de som gir korrekt svar. Nar det gjelder denne
oppgaven, ser det ikke ut til a skjedd noe mellom hgst og var. Det er kanskje ikke sa rart siden
dette emnet ikke blir arbeidet med gjennom aret.

To LCM-elever ble intervjuet blant annet med grunnlag i oppgave 20. Ruben stusser litt da
oppgaven blir presentert, men setter sa ring rundt 24-3. Men pa spgrsmal om hva han er
kommet fram til, sier han at det blir 24:3. Intervjuer lurer pa hvorfor han ikke satte ring rundt
dette uttrykket med en gang:

R Neidet var... det var jo feil det fgrste jeg gjorde.

1 Ja, hva tenkte du da? Nar du fikk tjuefire ganger tre?

R Da visste jeg ikke helt. Da fikk... da fikk jeg jo hvor mange det var, eller
hvor mye de veide, hvor mye boksen veier. Hvis jeg hadde gjort det sann.
(Peker pa 24-3).

Han er ikke sikker pa hva det er han finner ut ved a multiplisere, og prgver seg derfor med
flere forslag. Det kan vere at han da finner hvor mange halsband han har, hvor mye
halsbandene veier, eller hvor mye en boks veier. Intervjuer gar inn og leder oppmerksomheten
tilbake til oppgaveteksten, i fellesskap gar de gjennom den pa ny. Resultatet synes a komme
umiddelbart:
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