al

U - Universitetet
[ | Agder

A

Uniform fordeling modulo 1

YONAS TEKLEMICHAEL MEHARI

VEILEDER

Inger Johanne Haland Knutson

Universitetet i Agder, 2023
Fakultet for teknologi og realfag
Institutt for matematiske fag






Forord

Forst og fremst vil jeg takke Gud den allmektige for at han har gitt meg
muligheten og veiledningen til & na malet mitt og lykkes i denne oppgaven.
Deretter vil jeg gjerne vise min stgrste takknemlighet til min veileder Inger
Johanne Haland Knutson. Jeg kan ikke si takk nok for hennes enorme stotte
og hjelp. Jeg foler meg motivert og oppmuntret hver gang jeg mgter henne. Jeg
vil gjerne spesielt ngye til redigeringshjelp og konstruktive tilbakemeldinger.
Uten hennes oppmuntring og veiledning denne oppgaven ikke ville ha realisert.
Ord kan ikke uttrykke min takknemlighet til min elskende kjeereste Yordanos
Gebrehiwet. Jeg vil bare at du skal vite hvor takknemlig jeg er for alt du gjgr.
Du er alltid klar til & stotte meg, og jeg kan ikke takke deg nok.

Jeg er ogsa takknemlig overfor mine klassekamerater for de fantastiske stu-
diedrene. Spesielt vil jeg gjerne takke til Hege Kristine Reinholt for hennes
enorme stgtte og hjelp.

Til slutt vil jeg veere unnlatt a ikke nevne familien min, spesielt Teklemichael
Mehari og Elsa Mebrahtu. Og til mine brodre Kesis Kasaye Anteneh, Zenawi
Tesfagabr og Daniel Eyassu. Deres tro pa meg har holdt humgret og motiva-

sjonen hgy under studien.



Sammendrag

Malet til oppgaven er & beskrive uniform fordeling av tallfglger modulo en
(forkortet u.d. mod 1) med tanke for at elever som har fordypning i matematikk
fra videregaende skole, kan (med litt arbeid) forsta matematikken. Uniform
fordeling av tallfglger modulo 1 er opptatt av fordelingen av desimaldelen til
tallene i folgen i intervallet fra o til 1. Hvis a er et reelt tall, vil {a} sta for
desimaldelen av tallet. Vi sier at en folge (z,,),n = 1,2,3,... er u.d. mod
1 hvis for enhver 0 < a < b < 1, sa vil antall elementer fra folgen ({x,}),
n = 1,...,N som ligger i intervallet (a,b), delt pA N g& mot lengden av
intervallet, b — a. Det betyr at hvis vi trekker et tilfeldig element fra fglgen
({xn}), s& er sannsynligheten for at verdien ligger mellom a og b, lik b — a.

Det var H. Weyl som introduserte begrepet uniform fordeling (mod 1) og ga
flere ekvivalente formuleringer, blant dem fglgende: En folge (z,) er u.d.mod

1 hvis og bare hvis for alle kontinuerlige funksjoner pa [0, 1], sa er

N
. 1 !
Jim 3 F ) = | @
En av de andre formuleringene bruker komplekse funksjoner f(z) = e?™** der
h € Z for & finne en grunnleggende kriterium som vi kan bruke for & avgjgre

om en fglge er u.d.mod 1 eller ikke. Det er:

Folgen (z,),n =1,2,3,... er u.d.mod 1 hvis og bare hvis

. 1 al 2mihxy
lim NEB =0 foralleheZ, h#0.

N—o00
I tillegg har vi andre metoder som kan hjelpe oss for se om en fglge er u.d.mod

1 eller ikke. Noen av dem er Fejers Teorem og Van der Corput’s differanse



teorem. Et klassisk eksempel pa folger som vises u.d.mod 1 ved bruk av Van

der Corputs differanse teorem er (p(n)) der
p(x) = apa™ + Oémflaj‘(m_l) + -+

er et polynom med reelle koeflisienter og «;, er irrasjonal.



Abstract

The aim of the thesis is to describe the uniform distribution of sequence num-
bers modulo one (abbreviated u.d. mod 1) with the view that students who
have advanced mathematics from upper secondary school can (with a little
work) understand the mathematics. Uniform distribution of sequence of num-
bers modulo 1 is concerned with the distribution of the decimal part of the
numbers in the sequence in the interval from o to 1. If a is a real number,
{a} will represent the decimal part of the number. We say that a sequence
(xn),n=1,2,3,...is u.d. mod 1 if for any 0 < a < b < 1, then the number of
elements from the sequence ({z,,}), n =1,..., N that lie in the interval (a,b),
divided by N go towards the length of the interval, b — a. It means that if we
draw a random element from the sequence ({z,}), then the probability that
the value lies between a and b, equal to b — a.

It was H. Weyl who introduced the concept of uniform distribution (mod 1) and
gave several equivalent formulations, among them the following: A sequence
() is u.d.mod 1 if and only if for all continuous functions on [0, 1], then is

I !
dim 3 (o) = [ s

2mih where

One of the other formulations uses complex functions f(x) = e
h € Z to find a basic criterion that we can use to decide whether a sequence
is u.d.mod 1 or not. It is

The sequence (z,),n =1,2,3,...is u.d.mod 1 if and only if

1 ,
lim — Z eZmihan — for alle h € Z, h # 0.



In addition, we have other methods that can help us to see whether a sequence
is u.d.mod 1 or not. Some of them are Fejer’s Theorem and Van der Corput’s
difference theorem. A classic example of a sequence that shows u.d. mod 1

using Van der Corput’s difference theorem is (p(n)) where
p(x) = Qpx™ + am_lx(mfl) +- 4

be a polynomial with real coefficients and let «,, be irrational. Then the

sequence is (p(n)) u.d.mod 1.
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Kapittel 1

Innledning

Oppgaven gar ut pa a studere uniform fordeling av tallfglger modulo en (for-
kortet u.d. mod 1). Malet til oppgaven er & beskrive uniform fordeling modulo
1 med tanke for at elever som har fordypning i matematikk fra videregaende
skole, kan (med litt arbeid) forsta matematikken. Nar vi sier elever som har
fordypning i matematikk fra videregaende skole", har vi tnkt elever som har
hatt R1 og R2 fra videregaende skole. For & oppna det, har vi brukt noen
strategier som fremmer begrepsmessig forstaelse. Noen av trategiene er dele
opp problemer og beviser, bruke gode eksempler for a gi praktiske erfaringer
og bruke grafer som hjelper for & gke elevenes nysgjerrighet og interesse. Be-
grepet uniform fordeling av fglger ble fgrst brukt av den tyske matematikeren
og astronomen P. Bohl og av den polske matematikeren W. Sierpinski. Men
det var forst etter at H. Weyl publiserte sin artikkel om uniform fordeling av
polynomer i Mathematische Annalen i 1916, at en sa den fulle betydning av
begrepet. Den generelle teorien om uniform fordeling ble deretter videreutvik-
let av ungarske matematikere, spesielt av L. Fejer, og ogsa av nederlandske
matematikere, fremfor alt ma J. G van der Corput og J. F. Koksma nevnes.
Noen av anvendelsene av u.d.mod 1. er generering av tilfeldige tall og bruk i

andre felter i matematikk for eksempel i ergodic teori [HI].



1.1 Definisjon av uniform fordeling modulo 1

For reelle tall z, la [z] betegne heltallsdelen av x, altsa det stgrste heltallet <
x;la {z} = x — [z] veere desimaldelen av z. Vi legger merke til at desimaldelen
av et hvert reelt tall er inneholdt i enhetsintervallet I = [0,1).

La w = (zn),n = 1,2,3,... veere en gitt folge av reelle tall. For et positivt
heltall N og en delmengde F av I, la telle funksjonen A(E; N;w) defineres som
antall ledd z,,1 < n < N for hvilke {x,} € E. N& kan vi definere uniform
fordeling modulo 1. Det er viktig & nevne fgrst at mye av stoffet om u.d.mod

1 er hentet fra [[KN].

Definisjon 1.1.1. Fglgen w = (z,,),n = 1,2,..., av reelle tall sies & vaere
uniformt fordelt modulo 1 (forkortet u.d. mod 1) hvis for hvert par a,b av
reelle tall med 0 < a < b <1 vi har

g AN 0
Hva betyr dette? Dette betyr at hvis vi plukker ut et tilfeldig element fra
fglgen sa er sannsynligheten for at det ligger mellom a og b lik b — a. Dette
gjelder uansett hva a og b er nar 0 < a < b < 1. Siden 0 < a < b < 1, blir

b — a alltid mellom 0 og 1 [KN, s. 1].

Lemma 1.1.2. Huis folgen (z,,),n = 1,2,3,..., er u.d.mod 1, vil folgen (x,, +

a),n=1,23,..., hvor a er en reelle konstant, vere u.d.mod 1.

Bewis. Vi vet fra definisjonen av u.d.mod 1 at en folge w = (z,) er u.d. mod
1 hvis for alle reelle tall a og b somer 0 <a <b<1,saer

e

Nar vi ser pa folgen (x, + ), er det lett a se folgen (x,) flyttet a i den reelle
tall aksen. Det betyr at hvis (z,) var i intervalet [0,1), da folgen (z, + «)
er i intervalet [, + 1). Da kan vi si at for alle reelle tall a og b som er

a<a<b<a+1,daharvi

i Aa bl N; (20 + )

N—oo N —b-a




O]

Men i kapittel 3 skal vi bevise dette ved hjelp av Weyl kriterium [N, s. 3].

For a forsta og utvikle definusjonen av uniform fordeling modulo 1, skal vi
se pa noen funksjoner og dets egenskaper og vi skal se pa forholdet mel-
lom funksjonene. Disse funksjoner er tellefunktion, karakteristisk funksjon og

trappefunksjon.

1.2 Tellefunksjon

Tellefunksjon er en funktion som teller antall elementer som oppfyller et kri-
terium i en mengde. For eksempel har vi en folge x1, x2, x3,... av reelle tall.
Vi er interesserte i desimaldelene {x1}, {z2}, {z3},... av tallene. Disse ligger
i intervallet [0,1). N& velger vi ut et delintervall [a,b) C [0,1) og vi skal telle
antall elementer blant de forste N elementene {z1}, {2}, {z3},...,{zn} fra

folgen som ligger i [a,b). Og vi kan presentere som fplger:

A(la,0); N) = {n < N [{zn} € (a,0)} | (1.2)

hvor |E| er antall elementer i mengden E. Dette betyr at vi teller antall ele-
menter som har verdi mellom a og b fra totalt N elementer. Altsa antallet av

slike elementer er alltid et tall mellom 0 og N. °
0 < A([a,b); N) < N.
Na& skal vi se et eksempel pa telle funksjon.

Eksempel 1.2.1. La 21 = 0.6;22 = 0.3;23 = 0.1;24 = 0.9;25 = 0.3;2¢ =
0.4;27 =0.5;28 = 0.1; 29 = 0.0.

1. Nar [a,b) = [0.5,1), N =5
A([0.5,1);5) = | {n <5 |z €[05,1)} | = {0.6,0.9} | = 2.
2. Nar [a,b) =[0.5,1), N = 9

A([0.5,1);9) = |{n<9]|z, €[05,1)}|=]{0.6,09,05} | = 3.



3. Nér [a,b) = [0,0.5), N =7

A([0,0.5);7) = | {n <5 | zn €[0,0.5)} | = | {0.3,0.1,0.3,0.4} | = 4.

1.3 Karakteristisk funksjon og trappefunksjon

Karakteristisk funksjon er en funksjon som tildeler verdien 1 til medlemmene
i en gitt mengde og verdien 0 til dets ikke-medlemmer. Det er vanlig & bruke

Lja,5) () som notasjon for karakteristisk funksjon

1, a<z<b
1[a,b) (l‘) = (1.3)
0, ellers.
1 s
E 0.75 t
0 [0.25,0.5) (%)
S
S 05|
!
0.25
0 0.25 0.5 0.75 1

x

En funksjon er trappefunksjon hvis den kan skrives som en endelig lineser kom-
binasjon av karakteristiske funksjoner. En lineser kombinasjon er et uttrykk
konstruert fra en mengde med elementer ved & multiplisere hvert element med
en konstant og legge sammen resultatene. For eksempel hvis f og g er to funk-
sjoner, da en lineser kombinasjon av f og g vil veere et hvilket som helst uttrykk
av formen af + bg, der a og b er konstanter. Na skal vi se pa et eksempel pa

en trappefunksjon f(z) og vi skal presentere det som en linezer kombinasjon



av karakteristiske funksjoner.

La
%, 0<xr<a
%, a] <x < as
fl@)=1¢ 3 ay<z<as
1, as<x<l1
0, ellers

hvor 0 < a1 < a9 <ag < 1.

Vi kan skrive f(z) i form av karakteristiske funksjoner slik

f(@) = fi(x) + fo(@) + f3(2) + fa(z)

hvor fn(z),n =1,2,3 og 4 er:

1
2, 0<zz<a 1 1, 0<z<m 1
1 )
fi(z) = =71 = 7l ()
0, ellers 0, ellers
1
5, a1 <x<ap 1 1, ag <z <a 1
fQ(x) = = 5 ’ = il[al,ag)(x)
0, ellers 0, ellers
3
7, a2 <z <as 3 I, aa<z<as 3
f3($) = = Z ’ = El[az,ag)@:)
0, ellers 0, ellers
1, az <z <1
f4(56) = = 1[a3,1)(x)
0, ellers
s&
1 1 3

f(CC) = Z : 1[0,a1)(x) + 5 : 1[a1,a2)k(1") + Z : 1[0,2,(13)(56) + 1[a3,1)($)'

Dette viser at vi kan skrive en vilkarlig trappefunksjon h(x) i form av karak-

teristisk funksjon 1y, ) (7) pd denne mate:

dy, ap<z<a
da, a1 <z<a
h($) = d3, as < x < ag

dy, an—1 <z <an



hvor d; € R, a; € [0,1) 0gi=1,2,3,...N og 0O0=a9<a; <az<ag<

h(l‘) = dll[ag,al)(m) + d21[a1,a2)($) + d31[a2,a3)(x) +e le[aN,l,aN)(m)

N
M) = duli, 1 an)(@). (1.4)
n=1

For & oppsummere forholdet mellom trappefunksjon og karakteristisk funk-
sjon er det lett & se likning (1.4.) Trappefunksjon er lineser kombinasjon av

karakteristisk funksjon.

1.4  Ekvivalent formulering av uniform fordeling

modulo 1

Na skal vi utlede en ekvivalent formulering av definisjonen til u.d.mod 1 [KN,

s. 2].

Setning 1.4.1. La folgen (x,),n = 1,2,3,--- vere u.d.-mod 1 og la 0 < a <
b <1, Da har vi
1 !
Jim St ) = [ an(e) de (15)

Beuvis. Forst skal vi vise

A(la, b); N; ({zn})) 1 &
N = N nz::l 1[a,b)({xn})'
Etter pa skal vi vise likning (1.5).
La
1N
UN = 5 > ey {zn})
n=1
da blir

y1 = g ({21})

1[a,b)<{x1}) + l[a,b)({‘r2}>
2

Y2 =



1[a,b)({$1}) + 1[a,b)({x2}) + 1[a,b)({x3})
3

1[a,b)({x1}) + 1[a,b)({$2}) + 1[a,b)({x3}) +oot 1[a,b)({xN})
N

YN =

vi vet at

, a <Az, b
V() = 1 @S ed s

0, ellers.
Det betyr at 1qp) ({x1}) +1[0p) ({22}) + 105 ({@3})+- -+ 1 p) ({zn}) gir antall
elementer blant de forste N elementene ({z1}), ({z2}), ({x3}),..., {zn}) som
ligger i [a,b). Da blir
w2} + Lap({22}) + Lap{zs}) + -+ 1ap({zn})  A(la,b); N; ({2}))

N N

oy — % i () = A2 N ()
n=1

N

Na& kan vi finne grensen til yy nar N — oo slik

_ i @ b); N5 ({z}))
N—oo N

1 N
li = lim — 1
Ngnoo yn Ngnoo N nz::l [a,b)({xn})

Siden ({z,}) er u.d. mod 1, vet vi at limy_, w = b — a, nemlig

at
. N . A([a, b); N; ({2}))
A = i 5 2 e ({ma)) = Jim, =EE =t
Altsa
R
Jim e D (el =0 (1.6)
Na skal vi se pa fol Ligp)(2) do.
Vi vet at
1, a<zx<b
Ly (2) =
0, ellers.
Da

1 a b 1

[ ten@ do= [ 0da+ [1dos [0do

0 0 a b
=0+ (b—a)+0

=b—a.



Siden
lim 721[1117 {zpn})=b—a

N—oo N

og

1

/l[a,b)(x) dr =b— a,

0
s& ma

1
Jim_ Zl[ab (@) = [ (@) de.

Na& kan vi si at

A}gnooAqa,b)v]i[\fv({x}) _]\}LnooNzlab {xn} /1[ab (17)

Vi har sett at vi kan presentere trappe funksjon i form av karakteristisk funk-

sjon. Na skal vi se at (1.5) stemmer ogsa for trappe funksjoner h(x).

Setning 1.4.2. La folgen (xy,),n =1,2,3, - vere u.d.mod 1 og la h(x) vere
en trappefunksjon. Da har vi

N 1

. 1
lim N Z h({zn}) = h(z) dx. (1.8)

n=1 0

Bevis. Visa i (1.4) at en trappefunksjon kan skrives som

I
= Z dil[ai_l,ai)(l:)
=1

Vi kan skrive

1 Y
i,y 2 i) = Jim *Q;dl[az v ({2n})
1 N
- ]\}gnoo N nZ:l(dll[ao,m)({xn}) + d21[a1,a2)({xn}> +

+ dily, af)({m’n}))

= lim — Z d11{ag,a,) {xn}) + hm — Z dal{a, as) {xn}

N—oco N
1 N
T ]\}gnoo N ngl(dil[ai—lvai)({xn})'



Fra likning (1.5) kan vi skrive

1

N 1 1
]VlgnooN;h({xn}):/() 11y 0 (2) d:n—i—/o A5y o) (%) dz+ ...

1
+ / dil[ai,l,ai)(x) dx
0
1

= /0 (dll[ao,m)(aj) + d21[a1,a2)(l‘) +...+ dil[ai_l,ai) (l‘)) dx

1 I
— / Zdil[ai—wi)(x) dz
0 =1

sa vi har fatt at

N !
]&@mﬁgh({xn})z /0 h(z) da.



Kapittel 2

Bakgrunnskunnskap

I denne kapittel skal vi se pa noen teori som kan hjelpe oss nar vi skal studere
u.d.mod. 1. Noen av dem er gvre og nedre grense av reelle folge, Remann
integral, tett folge og andre teori av kompleks funksjon, polynomial funksjon
og absolutt verdi funksjon. P& slutten skal vi se pa noen fglger for 4 undersgke

om de er tett og uniform fordelt.

2.1 vre og nedre grense av reelle folge

2.1.1 vre og nedre Grenser av en reell fglge som henholdsvis

supremum og infimum av grensesettet til fglgen.

Grensesettet til (z,,) er mengden som inneholder grensene for alle konvergente
delfplge av (x,,). Hvis supremumet til grensesettet til (x,,) eksisterer, dvs. hvis
det er et reelt tall, definerer vi det som gvre grensen for (z,,). Det vil si at den
gvre grensen til (x,) er supremum av grensesettet til (z,,), forutsatt at den
eksisterer. P4 samme mate, hvis infimum av grensesettet til (z,) eksisterer,
dvs. hvis det er et reelt tall, definerer vi det som nedre grense til (x,). Det
vil si at nedre grensen til (x,) er infimum av grensesettet til (z,,), forutsatt
at den eksisterer. Na skal vi definere gvre grense og nedre grense til en folge
[TBB.

Definisjon 2.1.1. La (x,) vaere en begrenset folge av reelle tall.

10



1. Ovre grensen til (z,,) er infimum for mengde V av v € R slik at v < x,,

for ikke mer enn et endelig antall n € N. Det er betegnet med

limsup x,, eller lim x,,.

2. Nedre grensen til (z,,) er supremum for mengden W av w € R slik at

Tm < w for ikke mer enn et endelig antall m € N. Det er betegnet med

lim inf x,, eller lim x,,.

2.1.2 Grunnleggende egenskaper til gvre grense og nedre gren-

se av en reelle fglge

Her skal vi se pa noen grunnleggende egenskaper til gvre grense og nedre grense
uten & bevise egenskapene for a sette sgkelys pa egenskapen til grensene av
reelle folge. Deretter skal vi se pa noen eksempler av reelle folge ved hjelp av
graf [TBB].

La (z,) veere en reelle folge

1. Lalim, ,  @p, lim, oo 2, veere enten reelle tall eller oo, da er det alltid

lim z, < lim z,.
n—00 n—oo

2. Lal € R da konvergerer (z,) mot [ (altsa lim,,_,o, z, = ), hvis og bare
hvis

lim z, = lim x,.
n—00 n—00

N& skal vi finne gvre og nedre grense for noen fglger og vi skal avgjore om

folgen konvergerer eller ikke nar n — oo.

Eksempel 2.1.2. La (z,) = ((—-1)"),n=1,2,3,...

Vi skal se grafen til fglgen i Figure 2.1.

1, for alle partall n
Ty =
—1, for alle oddetall n.

11



Siden () har verdi 1 eller —1 for alle n € N, kan vi si

lim x, = —1
n—oo

og

lim x, = 1.
n—oo

1.00 + 20 000000000000 OOOOROIOOOOES

0.50 1
0.254
o000
~0.25 -
—0.50 -

—0.75 1

-1001 000000000000 OOOOOOOOOOSOS

T T T T T T
o 10 20 30 40 50
n

Figur 2.1: Fglgen ((—1)")
Na vet vi at (z,,) ikke konvergerer fordi

lim z, # lim x,.
n—00 n—00

Eksempel 2.1.3. La (z,) = (n + %),n =1,2,3,...
Vi kan se grafen til fglgen i Figure 2.2.

lim z, = lim (n+ﬂ): lim n(l—{—ﬂ

) = oc.
n—oo n—oo n n—oo n2

Det betyr at x,, ikke konvergerer. Og siden lim,,_,~ T, = 00, kan vi si

lim z, = lim z, = cc.
n—00 n—oo

Eksempel 2.1.4. La (z,) = (Inn),n =1,2,3,...

Grafen til folgen (Inn) er vist i Figure 2.3.

lim z, = lim Inn = co.
n—oo n—oo

N& kan vi si at (x,,) ikke konvergerer. Og

nh_%lo(:xn) = HIL%(xn) = 00.
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Figur 2.3: Folgen (z,,) = (Inn)

Vi har sett gvre og nedre grense til (x,) i Eksempel 2.1.2,2.1.3 og 2.1.4. N&
skal vi se pa folgen yn = % SN f(zn), N =1,2,3,.... Og vi skal finne gvre
og nedre grensen til yy. Vi skal se ogsa om yy konvergerer eller ikke nar

N — oco.

Eksempel 2.1.5. La (z,) = (-1)",n=1,2,3,... og yn = %ZN (xn),n =

1,2,3,... N .... Hvor fglgen yx ser slik ut:

ylle:—l

_1’1+$2_—1+1_

= = 0
Y2 5 B)
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33‘1+l‘2+$3_—1—|—1—1_;1

Yys =

3 B 3 3
T+ a3ty —14+1-1+1
Ya = - =0
4 4
r1+x2+x3+ -+ 2N
YN = N )
Det betyr at
% =0 for alle partall N
YN =

le for alle oddetall N.

Siden _Wl < 0 for alle N € N, kan vi si

-1
lim yy = lim — =0
N—o0 N—o0

0g
A}gnoo YN = nh_}rgo() = 0.
Siden gvre grense og nedre grense eksisterer og de er like, da konvergerer yy.

Altsa

li = lim = 1li =0.
N%oo YN N E>noo YN N E>noo YN

Na skal vi se grafen til yy 1 Figure 2.4.

001 eeeesee o.o.c.-.o.c.-...c.c.o.o.c.-.o.o.-..
et
°
-0.2 .
°

0.4 4
=
=

-0.6

-0.8

-1.01 e




Eksempel 2.1.6. La (z,,) = n—i—(_l)n,n =1,2,3,...08 yny = % SN (xn),n =

n

1,2,3,..., N. vi kan se grafen til folgen i Figure 2.5.

N
1 (=1)"
Syt

NN i
1 n=1

1
:N(

n=

N N(N +1)
Y=
n=1 2
— n 2 3 4 5
11 11
p— 1 _—— - _—— -
+<2 3)+(4 5)+

N
—1)"
Z( ))>—1.
n=1 n
Da yn blir
1 N(N+1)
— —1
v > (5 )
_ N+1 1
) N
| N+1 1)_
Nl—I>noo 2 N -
da ma

Det betyr at

lim yy = lim yy = 0.
N—o0 N—o0
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Figur 2.5: yy = & SN (n+ (_1)n)
2.2 Riemann Integral

Vi begynner med noen definisjoner som trengs for vi kan definere Riemann-

integralet. La R veere de reelle tallene.

Definisjon 2.2.1. Anta at a,b € R med a < b. En partisjon pa [a,b] er en

endelig liste av formen zg, x1,...,Tn, hvora =a¢g < 1 < --- < xp = b.

Vi bruker en partisjon xg, x1,...,Z, av [a, b] for & tenke pa [a, b] som en union

av lukkede delintervaller, som fglger:

[a,b] = [xo,x1| U [z1,22] U+ -+ U [Tp—1, Tp]

Den neste definisjonen som vi skal introdusere her er notasjonen for infimum og
supremum av verdiene til en funksjon pa en delmengde av definisjonsmengde

[A, s. 2].

Definisjon 2.2.2. Notasjon for infimum og supremum av en funksjon
Hvis f er en funksjon med reelle verdier og A er et delmengde av definisjons-

mengden til f, sa er
igff =inf{f(z) :x € A} og supf=sup{f(z):z e A}
A

16



[A, s. 2]

Definisjon 2.2.3. Nedre og gvre Riemann-summer
Antaat f : [a,b] — R er en begrenset funksjon og P er en partisjon xg, x1, ..., xyav[a, b].
Den nedre Riemann-summen L( f, P, [a, b]) og den gvre Riemann-summen U (f, P, [a, b])

er definert av

L(f: P7 [avb]) = Z(l‘] - xj—l) [xll’lf ]f
j=1 i—1:%j5

Og

n

U(f,P,la,b]) = (zj —xj-1) sup f.

j=1 [7j—1,2;]
Nér vi tar en partisjon med bare et lite mellomrom mellom pafglgende punkter,
bgr den nedre Riemann-summen veere litt mindre enn arealet under grafen,
og den gvre Riemann-summen skal vaere litt mer enn arealet under grafen.
Bildene i neste eksempel bidrar til & formidle ideen om disse tilnszermingene.
Sidene til det ;% rektangelet har lengde (z; —x;_1) og har hgyde inf [j—1,2;] f

for nedre Riemann-sum og hgyde sup(,, , .| f for gvre Riemann-sum [A, s. 2].

Eksempel 2.2.4. Nedre og gvre Riemann-summer

Definer f : [0,1] — R ved f(z) = 2%. La P, betegne partisjonen 0, %, %, %, |
av [0,1]. Grafen til L(2?, Pyg, [0, 1]) er i Figure 2.6. Og grafen til U (22, Pyg, [0, 1])
er i Figure 2.7.

Til partisjonen Py, har vi z; —x;_1 = % til hver 7 =1,2,3,...,n. Da vil

n . 1)2
L2, Py, [0,1)) = Yy — (L)

Vi skal bruke

no n(2n? +3n+1
232:12+22+32+~--+n2: ( - )

Jj=1

17



s =

NI =

EN[es]
Uy

Figur 2.6: [A, s. 3] L(x?, Pig, [0,1])

1 n2n®+3n+1)
L($27Pn7[0a 1]) = E( 6 —TLQ)
1 2n243n+1
_Eﬂgggﬁggf_m
1 2n24+3n+1—6n
ﬁﬂ 6
_2n?—3n+1
- 6n2 ’

)

I
S
-
el

SN

1 &,
jﬁE:J
j=1

1 n@2n®*+3n+1)
_Eﬂ 6
M2 +3n+1

6n? ’

N& kan vi si at nar vi gker antall punkter i en partisjon altsd nar vi gker n,
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W=

N[—

(e8]
—

Figur 2.7: [A,s. 3] U(z?, P, [0,1])

gker den nedre Riemann-summen og reduserer den gvre Riemann-summen [A,
s. 2 -4].
Anta at f : [a,b] — R er en begrenset funksjon og P, P; er partisjoner av [a, ]
slik at listen som definerer P er en delmengde av listen som definerer P;. Da
vil

L(f, P,[a,b]) < L(f, P1,[a,b]) <U(f, P1, [a,b]) < U(f, P, [a,b]).
Na& skal vi bruke nedre og gvre Riemann-summer til & definere nedre og gvre

Riemann-integraler.

Definisjon 2.2.5. Definisjon nedre og gvre Riemann-integraler
Anta at f : [a,b] — R er en avgrenset funksjon. Det nedre Riemann-integralet

L(f,[a,b]) og det gvre Riemann-integralet U(f, [a,b]) av f er definert av
L(#, [, b)) = sup L(f, P [a, B])

og
U(f, [ab]) = inf U(F, P, o, B]),

hvor supremum og infimum ovenfor er tatt over alle partisjoner P av [a, b].
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I definisjonen ovenfor tar vi supremum (over alle partisjoner) av de nedre
Riemann-summene fordi vi vet at nar vi gker antall punkter i en partisjon
gker den nedre Riemann-summen og bgr gi et mer ngyaktig estimat av arealet
under grafen. P4 samme maéte tar vi i definisjonen ovenfor infimum (over alle
partisjoner) av de gvre Riemann-summene fordi nar vi gker antall punkter i
en partisjon reduserer den gvre Riemann-summen og bgr gi et mer ngyaktig
estimat av omradet under grafen [A, s. 4].

Vart forste resultat om nedre og gvre Riemann-integraler altsa L(f, [a,b]) og
U(f,|a,b]) er en enkel ulikhet.

Anta at f : [a,b] — R er en avgrenset funksjon. Da vil

L(f,[a,0]) < U(/,[a,0]).

Det nedre Riemann-integralet og det gvre Riemann-integralet kan begge med
rimelighet anses & veere arealet under grafen til en funksjon. Hvilken skal vi
bruke? Bildene i eksempel ovenfor antyder at disse to mengdene er de samme
for funksjonen i det eksemplet; Vi vil snart bekrefte denne mistanken. Men
som vi vil se i neste avsnitt, finnes det funksjoner som det nedre Riemann-
integralet ikke er lik det gvre Riemann-integralet.

I stedet for & velge mellom det nedre Riemann-integralet og det gvre Riemann-
integralet, er standardprosedyren i Riemann-integrasjon a bare vurdere funk-
sjoner der disse to integralene er like. Denne beslutningen har den store for-
delen at Riemann-integralet oppfgrer seg som vi gnsker med hensyn til de to

funksjonene L(f,[a,b]) og U(f, [a,b]) [A, s. 3 - 5].

Definisjon 2.2.6. Riemann integrerbar; Riemann integrert

En begrenset funksjon pa et lukket avgrenset intervall kalles Riemann-integrerbar
hvis det nedre Riemann-integralet er lik det gvre Riemann-integralet.

Hvis f : [a,b] — R er Riemann-integrerbar, sa er Riemann-integralet ff f dz

definert ved [A, s. 5].

/abf dz = L(f,[a,b]) = U(f, [a,b]).
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N4 skal vi fortsette med eksemplet ovenfor for & se om funksjonen f(x) = 22

i intervalet [0, 1] er Riemann-integral.

Eksempel 2.2.7. Beregning av Riemann-integralet til f(z) = 2.
Definer f: [0,1] — R med f(x) = 22
Fra Eksempel 2.2.4 vi vet at

2 +3n+1 .

o2n%2—3n+1
6n2 '

U(.’L'Q,Pn, [07 1]) = 677,2

g L(‘T27 P, [07 1]) =

For & f4 supremum og infimum av f(x), skal vi ta en stor partisjon altsa
vi skal bruke n — oo for & finne sup,,_,., L(z%, P,,[0,1]) = L(f,[0,1]) og
inf, oo U(2%, Py, [0,1]) = U(f,]0,1]). Dette kan vi skrive og finne slik:

2m?—3n+1  nf(2-34 %)
sup ————— = lim ———F—"—
neN 6n n—oo n (6)
3, 1
= lim i
n—00 6
Vi vet at nar n — oo bade % og # gar mot 0. Da
2n? — 3n + 1 2-24+ %
sup % - ljm —n n*
neN 6m n—00
_2-0+0
6
1
3
Og
M2+ 3n+1 o224+ 3n+1
inf ———— = lim ————
neN 612 n—00 612
on?(2+ % + #)
= lim 5
n—00 n (6)
24342
= lim n__n?
n—00 (8
24040
6
1

Siden L(f,[0,1]) = U(f,[0,1], er f(z) Riemann integrerbar og

/Olf(a:) dac—é.
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2.3 Kontinuerlige funksjoner som tilnaermer en ka-

rakterisk funksjon

Na& skal vi se at en karakterisk funksjon kan tilnsermes av kontinuerlige funk-

sjoner.

Lemma 2.3.1. La [a,b) vere et vilkarlig delintervall av I =1[0,1) og € > 0.

Da finnes det to kontinuerlige funksjoner gi1(xz) og go(x) slik at
g1(z) < lpgpy(z) < go(x)  foralle wel (2.1)

0g

[ )~ n(o) o <

Bevis. Vi kan definere funksjonene gi(x) og g2(z) ved 4 la 0 < § < § som

tilfredsstiller (2.1) og

0 0<zr<a
3”6;“ a<zx<a-+d
gi(z) = 1 a4+6<z<b-—9§

b—z b—o6<xz<b

R
0 b<z<l1

og
0 0<zx<a-—-946

z+0—a a—o0<z<a

g2(x) = 1 a<z<b

b2 h<az<b+d

0 b+o<z<l1.

[ )~ ) do= [ a0 da~ [ oa(0) d

Verdien til fol g2(z) dx og [y g1(x) dz er lik arealet mellom grafen og x- aksen

h-(bl +b2)
2

som er en trapes. Arealet til en trapes er A = . hvor by og by er
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1.0 4 — g_1(x)
g_2(x)
—— 1_[0.3, 0.6)(x)
0.8 4
0.6
>
0.4 4
0.2 4
0.0 4
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figur 2.8: Grafen til g1(z), g2(2) og 14 (z) med [a,b) = [0.3,0.6),5 = 0.05 og
e=0.1

parallele sider og h er avstanden mellom b; og bs. Da

1 1 1
[ (@) = g1@)) do = [ ga(a) do— [ (@) da

1-((b—a+20)+ (b—a))

= 5 —(

=0b-a)+d—((b—a)—9)

1-((b—a)+ (b—a—20))
2

)

= 26.

Siden § < % eller 20 < ¢, blir det

[ 6at) — gu(2) = 29

<e.

2.4 Rekker

Her skal vi se summen av aritmetiske og geometriske rekke.

Aritmetiske rekker

Na& skal vi se pa et eksempel av aritmetisk rekke.
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Lemma 2.4.1. Lal+2+3+---+ N vere en aritmetisk rekke. Da

g:n _ N(N+1)
n=1 a 2 '

Bevis. Forst kan vi si at

N
> n=1+2+3+-+N.

n=1
Og la
SN=14+24+3+---+(N—-1)+N

. Vi kan skrive Sy slik ogsa

SN=N+(N-1)+(N-2)+(N-3)+---+2+1.

Sa
2Sv=(14+N)+2+N-1)+B+N—-2)+---+(N+1)
=(1+N)+(1+N)+(1+N)+-+(N+1)
= N(N +1).
Da
N
ZTL:SN
n=1
_ N(N+1)
B 2

Geometriske rekker

Lemma 2.4.2. Lax € R og N € N. og la Efy:l x™ vere en geometrisk rekke.

Da er N
Z o x(mN -1)
— r—1
Bewvis. La
N
SN—Z:U”—:U+302+3:3—|— + 2N
n=1



Sa

2SSy =22 + 2 + 2t 4 2V

Det betyr at

zSy — Sy =2Vt — ¢

Sy(z—1) =2Vt — 2

z(zN —1)

r—1

2.5 Komplekse tall

Vi har mange likninger som vi har ikke lgsning i reelle tall. For eksempel

22 + 1 = 0. Dette forer til en studie av komplekse tall.

Hvis et reelt tall er kvadrert, kan ikke svaret veere negativt. For eksempel, ved

& kvadrere bade 9 og -9, er resultatet positivt. Det er 92 = 81 og (—9)% = 81.

Det er umulig 4 fa et negativt resultat ved & kvadrere et reelt tall. Anta at
vi introduserer en ny type tall, kalt i, med egenskapen at i = —1. Tallet i
kan ikke veere et reelt tall fordi kvadratet er negativt. Vi sier det er imaginaer.

Etter & ha definert i? som —1, fglger det at
i=v-1

og vi kan bruke dette til & skrive ned kvadratroten av et hvilket som helst

negativt tall [CD, s. 440 - 446].

Definisjon 2.5.1. i er et imaginzer tall slik at i = —1.
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Eksempel 2.5.2. Vi skal vinne et uttrykk for kvadratroten av -9.

Eksempel 2.5.3. Vi skal finne lgsningen av ligningen 22 — 102 + 29 = 0.
2? — 10z +29 =0
2 —102+25+4=0
(x—5)%4+4=0
V(7 —5)2=4v—4
r—5=+v—4
x—5==%2
x =542
Det betyr at vi har to lgsninger, nemlig

5+2¢ og 5— 2.

2.5.1 Komplekst tall

I eksempel 2.5.3 fant vi at lgsningene av ligningen 2?2 — 10z + 29 = 0 er
5 £ 2i. Lgsningene er kjent som komplekse tall. Et komplekst tall som 5 4 2
bestar av to deler, en reell del 5 og en imaginzger del 2. Den imaginaere delen er
multiplumet av i. Det er vanlig & bruke bokstaven z for & sta for et komplekst
tall og skrive z = a + ib der a er den reelle delen og b er den imaginare delen

[CD, s. 442 - 444)].

Definisjon 2.5.4. Hvis z er et komplekst tall, sa skriver vi
z=a+1b

hvor a er den reelle delen og b er den imagineere delen.
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Like komplekse tall

To komplekse tall er like bare nar deres reelle deler er like, og deres imaginzgere
deler er like. S& hvis a + b er lik 5 + i2, fglger det at a ma vaere 5 og b mé
veere 2.

Kompleks konjugert

I eksempel 2.5.3 lpste vi andregradsligningen z? — 10z + 29 = 0 og vi s at
den andre lgsningen, 5 — 27 er nesten den samme som den fgrste, 5 + 2i; bare
tegnet til den imaginaere delen har endret seg. Tallet 5 — 2¢ sies & vaere den
kompleks konjugerte av 5 4 2i. Generelt for & finne den kompleks konjugerte
av et komplekst tall, endres tegnet til den imaginzere delen fra + til — eller

omvendt. Vi betegner det komplekse konjugatet av z ved z [CD, s. 445 - 447].

Definisjon 2.5.5. Hvis z = a + b, er et kompleks tall, sa er dets komplekse
konjugerte, betegnet med Z,

Z=a—1b.
Noen egenskaper ved komplekse tall
La z1 = a1 +iby og 29 = ag + ibo.
1. Addisjon og subtraksjon av komplekse tall

21 29 = (a1 + CLQ) + ’L(bl + bg)

2. Multiplikasjon av to komplekse tall

2129 = ((11 + ibl)(az + ibz)
= ayap + iayby + ibyag + b1y
= (a1a2 — blbg) + i(albg + Gle).
3. Multiplikasjon av komplekst tall og dets konjugat
217 = a? + b
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4. Divisjon av to komplekse tall

2 a1 + iby
zo  az +ibs
_ar +1ib;  ag — iby

as + iby  ag — iby
_ (arag + b1ba) + i(agby — a1bs)
a% + b% '

Modulen og argumentet til et komplekst tall
Modulus

I figure 2.9 ser vi det komplekse tallet z = a + ib. Avstanden til punktet (a,b)
fra origo er modulen av det komplekse tallet. Og symbolet er r eller |z|. Vi

kan finne Modulen ved & bruke Pythagoras teorem, det vil si

Modulen er aldri negativ.

Imaginary &
axis

=
bi- (a, by

1 _} !
O a Real axis

Figur 2.9: [CD, s. 455]

Argument

I figur 2.10 ser vi det komplekse tallet z = a 4+ ¢b. vi kan finne vinkelen mellom

den positive x-aksen og en linje som forbinder (a, b) med origo. Denne vinkelen
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kalles argumentet til det komplekse tallet. Det er forkortet til arg(z) og far ofte
symbolet 6.

Fra figur 2.10, kan vi finne 6 ved hjelp av trigonometri som fglger:

b b
tanf = — sid O =tan '(-).
a a

(a, b)

b

Figur 2.10: [CD, s. 461]

2.5.2 Polar form av komplekse tall

I figur 2.10 ser vi det komplekse tallet z = a + ib. Vi kan bruke ttigonometri
for & skrive

b
cosf = 2 og sinf = —.
r T

Da har vi

a=rcosf og b=rsinb.

Vi kan bruke disse resultatene til & skrive et kompleks tall i polar form:

z=a+1b
=rcosf +irsind

= r(cosf +isinf).
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2.5.3 Eksponentiell form av et komplekst tall
Eulers relasjon

For & utlede eksponentiell form av et komplekst tall ma vi referere til Eulers
relasjon. Euler kommer til et nyttig relasjon av cosz, sinx og e* ved hjelp av

potensrekkeutvidelsen av cosx , sinz og e® [CD, s. 464 - 470]. .

Setning 2.5.6. Fulers relasjon
La 0 vere en vinkel males i radianer. Sa har vi

0

e = cosO +isin.

Na kan vi ta —@ i steden for 6 i Eulers relasjon for & se viktig egenskap som

vi kan bruke senere til & finne konjugate av en kompleks tall i eksponentiall

form.
o0 _ Li(=0)
= cos (—0) + isin (—0)
Vi vet fra trigonometri at cos (—z) = cosz og sin (—z) = —sinz. Sa
e = cosh — isinb.

Eksponentiell form av et komplekst tall

Ved & bruke den polare formen husker vi at et komplekst tall med modul r og

argument 6 kan skrives som
z =r(cosf +isinb).

Det folger umiddelbart av Eulers relasjoner at vi ogsa kan skrive dette kom-

plekse tallet i eksponentiell form som z = re®.

Setning 2.5.7. La r vere modulen og 0 vere argumentet til et komplekst tall
z. Sa, eksponentiell form av et komplekst tall er

z = r(cos§ + isin @) = re’

0g

Z =r(cosf —isinf) =re .
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2.6 Absolutt verdi og polynomfunksjoner
Lemma 2.6.1. La 0 vere et et irrasjonal tall, og la h € Z,h # 0. Da
‘627rz'h0| =1 0g |e27riho9 + 1| < 2.

2mihd| Vi vet at

Bewis. Forst skal vi se pa |e
e?™ % — cos 2mihf + i sin 2mih0.
Og vi vet fra trigonometri at

cos? a + sina =1

for alle o € R.

Sa fra kompleksetall teori

|e2™h0| = \/cos? 2ihf + sin® 2mihd

=1.
N& skal vi se pa |e?™"? 41| < 2. Fra trekant ulikheten kan vi skrive

|627rih9+1| < |€27rih0| + |1‘
<141

<2

Men siden @ er et irrasjonal tall og h # 0, ma 2mwh6 # 0,7, 27,37, .... Det
betyr at e2™h0 £ _1. S5

’627rih6+ 1’ < 2

O]

Lemma 2.6.2. La p(z) = apmz™ + apm_ 12 + .. 4 ag,m > 1 vere et

polynom med reelle koeffisienter. Da er

p(x +h) —p(z) = g(x)
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hvor g(x) er et polynom med reelle koeffisienter og grad hoyst m — 1. Det vil
st at

9(x) = Br1 2™+ Brox™ 2 4+ By

hvor for alle0 <i<m—1,6; € R o9 Bip—1 = apr - M - h.
Bewis. Vi skal bruke induksjonsbevis. Nar m = 1,

pl(x) = o1 + ag.

pi(z+h) —pi1(z) = ar(z+ h) + ap — (1z + o)
=a1x+arth —ay — a1 — ag

= Ozlh

som er et konstant polynom, det vil si av grad 0. S& pastanden er sann nar
m = 1.
Nar m = M,

() = appe™ + ap 2™ 4 g

der aps # 0. Og vi antar at det er sant for m = M. Det vil si at

py(@ +h) = par(x) = Bar1a™ ™+ Bar 0™ -+ Bo

= gm—1(x).
N& skal vi vise at det er sant for m = M + 1. Nar m = M + 1,

pM-f—l(-iL') = CVM+1$(M+1) + OéM.CL‘M =+ aM_lgL'(M_l) + -+

= aMHa:(MH) + par ().
S4& kan vi skrive

prrr1(z 4 h) — pars1(x) = aprr (z + B) MY 4par(z + h) — (aproz™F) 4 prs ()

= apry1(( + h)MFD — MDY 4 (2 4 B) — pa ().

32



Vi vet at fra var induksjons antagelse at

pu(x +h) —pu(x) = gu—1(x).

Og vi vet at

n_ (™) n0 ) n-1;1 ny n-2;2 Y oin
(a+0) —(0>ab —l—<1>a b +<2>a b° + +<n>ab

hvor (Z) = ﬁlk), er et binomial faktor med n og k er positive heltall, £ < n.

Sa blir

M+1 M+1
pM+1(m+h)—pM+1(x)—aM+1(< 0 >xM+1h0+< ! )xMhl—i----

M+1

M+1 M+1
:aM+1(< 1+>xMh+< 2+>a:M1h2—|—---

i <M+ 1) hM+1) +9M71($>

M+1
( >ZCOhM+1 _ xMJrl) +9M—1(33)

M+1

(M-1) 4.

= VMIUM +YM—-17 -+

= hayr(z)

hvor for alle 0 < j < M,~v; € R og var = apr1 - (M + 1) - b Det betyr at det

er sant for m = M + 1 som vi skulle vise. OJ

2.7 Tett folger

Fogr vi se pa noen eksempel pa u.d.mod 1, skal vi se pa noen fglger som er tett
i intervallet [0,1). Det er forskjell pa u.d.mod 1 og tett folge. Det betyr at en
fglge kan vaere tett uten & veere u.d.mod 1. Men alle folger som er u.d.mod 1,
er ogsa tette. Na skal vi definere en tett folge og vi skal vise noen eksempel

pa fglger som er tett.

Definisjon 2.7.1. En folge (z,),n =1,2,3,... er tett i intervallet [0, 1), hvis
for en vilkarlig a € [0,1) og € > 0, finnes det [ € N slik at

la — x| <.
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Eksempel 2.7.2. La a vere et irrasjonal tall og ({na}) er en folge hvor

n=1,2,3,... og {na} er desimaldelen av na. Folgen ({na}) er tett.

Bewvis. Na skal vi vise ({na}) er tett i intervallet [0, 1), hvis for alle € > 0 og
for alle a € [0,1), finnes det | € N slik at

la — {la}| <e.

La € > 0 vaere gitt.

For & vise dette, kan vi dele enhetsintervalle med N punkter

1234 N_,
7N7N7N7N7"'7N_ *
Da kan vi lage IV delintervaller i enhetsintervallet slik at

0,1) =10, 3) Ul ) UL ) Ul ) U ULt ),

La l([a,b)) veere lengden til intervallet [a, b) slik {|[a,b)| = b — a. Na kan vi ta

N slik at % < €. Det betyr at hver delintervall har lengde som er mindre eller

lik e. Altsa

([0, ) = Ul o)) = Ml ) = U ) =+ = ([P 1)) = - <

Siden {na} er altid forskjellige irrasjonale tall for alle n € N altsa
{ia} # {ja} for alle i,j € N,
s& nar vi tar N + 1 elementer fra fglgen

{a},{2a},{3a}, ..., {a},

vil det veere minst et intervall [%, 1), hvor 1 < r < N som inneholder to
elementer. Men vi kan ikke si det hvis vi bare bruker N elementer fra fglgen.

La de to leddene veere {ma} og {ka} og la
{ma} > {ka}.

Det betyr at
{ma} —{ka} < e
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Vi kan skrive {(m — k)a} slik

{(m —k)a} =ma —ka — [(m — k)a]
= {ma} + [ma] — {kaj - [ka] = [(m — k)a]
= {ma} — {ka} + [ma] — [ka] — [(m — k)]

={ma} —{ka} + H

hvor H € Z.
La m — k =1, da kan vi skrive {(m — k)a} slik

{la} = {ma} —{ka} + H

For & vise ({na}) er tett, skal vi se i to tilfeller nemlig nar [ er positiv og nar

[ er negativ.

1. Nar [ er positiv.

Det betyr at m > k og vi kan finne desimaldelen av {la} pa fglgene mate
{la} = {ma} — {ka} < e

Vi vet at na har vi et ledd {la}, hvor [ er 1 <1 < N som ligger mellom

0 og € altsa i [0, €.

Na& skal vi se om det finnes et ledd som har verdien 2{la}.

2{la} =2(la — [la])

= 2la — 2[la]
siden 2{la} < 1, da ma 2[la] veere lik [2la]. Sa

2{la} = 2la — 2[la]
=2l — [2la]

= {2la}.
Vi vet at {la} < ¢, da kan vi si
2{la} = {2la} < 2e.
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Det betyr at vi har et ledd (2])c, hvor 2/ € N som har desimaldelen lik
2{la}. Altsa leddet {2la} ligger i intervallet [0, 2¢).

Vi vet ikke om {2la} ligger i intervallet [0, €) eller i intervallet [e, 2¢).

Men vi vet at
{2la} — {la} ={la} <.

Vi kan finne ogsa et ledd som har desimaldelen 3{l«a}.

3{la} = 3(la — [la])

= 3la — 3]la]
= 3la — [3la]
= {3la}

Det betyr at leddet (31)a ligger i intervallet [0, 3¢).

La € = {la}, da
€1 = {2la}—{la} = {3la}—{2la} = --- = {Nla}—{(N-1)la} = {la} <e.

N& kan vi si at {la} € [e1,2€1), {2la} € [2€1,3€1) og {3la} € [3e1, 4er).

La K veere den stgrste heltallet som er mindre enn é Hvor K > N. Da

kan vi finne de andre leddene pa samme mate fram til 1 slik
(4l)a, (5l)a, (6l)a, ..., (N - Do, ..., (K - Do
som ligger i intervallene henholdsvis
[4e1, 5er), [Ber, 6er), [6er, Ter), ..., [Ner, (N +1)er),. .., [Ke 1).

Dette betyr at for alle @ € [0,1) har vi minst et ledd {(i - l)a}, hvor
1 <1¢ < K slik at
la —{(i-l)a}| <e.

. Nar [ er negativ.

Det betyr at m < k og
{la} = {ma} — {ka} <¢
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{la} ble negativ, s& ma vi finne positiv desmaldelen som folger:

Laly=—-1>0,daer

{lha} = {-la}
= —{la}
=1—{la}.

Siden {la} < €, da blir det
{la} >1—¢

Med andre ord har vi et ledd {lya}, hvor I; er 1 <3 < N som ligger
mellom (1 —¢) og 1 altsa [(1 —€),1). Vi kan skrive ved hjelp av €; ogsa
slik

{lia} =1 —¢;.
Vi kan si at {{ja} € [(1 —€;1),1) Na skal vi se om det finnes et ledd som
har desimaldelen lik 1 — 2¢; ved & bruke {2la} slik

{2l1a} = {—2la}
= —{2la}
=1-{2la}

:1—261.

Det betyr at vi har et ledd {(2{1)a} hvor 2I; € N, som ligger i intervallet
[(1=2€e1), (1 —€1)).

Vi kan finne ogsa et ledd som har desimaldelen 1 — 3¢;. altsa et ledd som
har desimaldelen i intervallet [(1 — 3€1), (1 — 2¢1)) ved & bruke samme

metode. Det er {(3l1)a}.

Vi kan finne de andre leddene pa samme mate fram til 0 slik

(4D, (5l)a, (6l)a, ..., (NT8))ay, ..., (Kl)«
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som ligger i intervallene henholdsvis

[(1 - 4e1), (1 = 3€1)),[(1 = 5er), (1 — 4er)), [(1 — 6e1), (1 — 5er)), .. .,

(1= Ne), (1= (N = D)er)), .. [0,(1 = Key)).

Dette betyr at for alle a € [0,1) har vi minst et ledd {(i - {1)a}, hvor
1 <1¢ < K slik at

la —{(i )l <e.

2.8 Noen eksempler pa tette og u.d.mod 1 fglger

Vi har sett pa teori om tette og u.d.mod 1 folger. Her skal vi se pa noen fglger
som vi skal undersgke om er tette eller u.d.mod 1. Men fgrst skal vi undersgke

om de er tette eller ikke ved hjelp av grafer.

Eksempel 2.8.1. La folgen (z,,) = ({an}),n = 1,2,3,... hvor a = % Un-

dersgk om (z,,) er tett eller ikke tett.

1
0,-,...}.
7737 }

Wl N

)

Wl

() = ({5n}) = {5, 5:0,

Det er ikke vanskelig & se at fglgen har bare tre verdier nemlig %,% og 0 i
enhetsintervallet. S& fglgen er ikke tett. Men vi skal se en graf for & se folgen
i Figure 2.11 nar n = 50.

Grafen viser ogsd at folgen ({$n}) ikke er tett.

Eksempel 2.8.2. La fglgen (z,,) = ({an}),n = 1,2,3,... hvor a = 1.2578.

undersgk om (z,,) er tett eller ikke.
(zn) = ({1.2578 - n}) = {0.2578,0.5156,0.7734, 0.0312, 0.2890, . . .}.

N4 skal vi undersgke pa folgen ({0.2578 - n}) ved & bruke grafer. Vi skal se pa
fglgen ved hjelp av grafer, nar n = 100, n = 1000 og n = 10000.
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Figur 2.11: (z,,) = ({3n}),n =1,2,3,..., for n = 50

1.0 . .
. ° s *
. . °
] ° °
.. .. L4
0.8 | . . «* s
. ° . °
] ° .
. ° .
°® .. L4
0.6 g e® *
]
L4 ®
< ] ® e® e®
= .. * P
L] [ ]
0.4 st s ]
™ ° e?
® ¢ o
. . ® L
] . °
0.2 + 2 ® .®
[ ] ™ °
. ® ®
«* . °
. ‘ b
0.0 L . °
T T T T T T
0 20 40 60 80 100

Figur 2.12: (z,,) = ({1.2578 - n}),n =1,2,3,...99, 100,

Som vi ser pa grafene i Figure 2.12, Figure 2.13 og Figure 2.14, fglgen (z,) =
({1.2578 - n}) forandre seg ikke etter n = 1000. Det er pa grunn av fglgen
er en periodisk fglge med periode 1000. Dette betyr at folgen har bare 1000
forskjellige verier i enhetsintervallet [0, 1).

N4 skal vi se pa folgen nar n = 1001 og vi skal se generalt nar n > 1000 som
folger.

Folgen (z,) = ({1.2578 - n}) = ({321 - n})

Vi vet at for n =1

a1 = {1.2578} = 0.2578
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Figur 2.13: (z,,)
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Figur 2.14: (zy,)

For n = 1001

-1001}

(

12578
1000
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1000

=

Z1001

)}

1000 +-1

{

{12578 + 1.2578}
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Siden 12578 € N

1001 = {12578}
g '1"1

= (0.2578.

Dette gjelder for alle n > 1000.
For alle n > 1000, kan vi skrive
n = N(1000) + hvor N € Nog ! € {1,2,3,...999,1000}. Da

12578
T ={Jg00 ™

12578
= {2 (N1
g - (V(1000) + )}
12578

-1 . by A
{12578 - N + < 1}

Siden 12578 - N € N

12578
= gop Y

= {1.2578 - 1}.
Sa folgen ({1.2578 - n}) er ikke tett.

Né skal vi generalisere folgen (z,,) = ({an}) for alle & € Q. Og vi skal vise at

alle folger ({an}) hvor a er rasjonal tall er ikke tett.

Bewvis. Vi kan skrive « i form av brgk o = % hvor p,q € N.

Folgen ({an}) ser slik ut:

({an}) = {{a},{a2},{a3}, ... {ag}, {alg + 1)}, .}

Na& skal vi vise folgen ({an}) har en endelig mengde av verdiger altsa folgen
har bare ¢ fprskjellige verdier i (0, 1]. Dette betyr at for alle n > q folgen (z,,)

zn € {{a},{a2},{a3},...,{aq}}.

For alle n > ¢, kan vi skrive
n=N-q+1lhvor NeNogle{l,2,3,...,q}
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Siden p- N € N
p
Tn=1{=-1
. h
={al.}

Vi vet at en folge (z,),n = 1,2,3,... er tett hvis og bare hvis for alle € > 0 og

for alle a € (0, 1]finnes det m € N slik at
la — x| < e
Men for fglgen {an} kan vi finne ¢ > 0 som strider med definisjonen. For
eksempel la € = 2%1 og a = i, da finnes ikke m € N som oppfyller slik
la — zm| < e
Dette betyr at folgen ({an}), hvor « er rasjonal tall er ikke tett. O

Eksempel 2.8.3. La folgen (z,,) = ({an}),n = 1,2,3,... hvor « = 7. Un-
dersgk om (z,,) er tett eller ikke tett.

(xn) = {0.1415926 . ..,0.2831853 . ..,0.42477796 . ..,0.5663706144 ..., ...}.

Na skal vi undersgke folgen ({7 -n}) ved & bruke n = 1000 og n = 10000 i
grafer for & ha bedre oversikt pa folgen.

Nar vi ser pa grafene til ({mn}) i Figure 2.15 og Figure 2.16, ser vi at grafen
til ({7n}) blir tettere og tettere nar n gker. Det er pa grunn av = er irrasjonal
tall. Da fikk vi som resultat forskjellige verdier for alle n € N. Det betyr at for

alle € > 0 og for alle a € (0, 1] finnes det m € N slik at
la — x| < e
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Figur 2.15: (z,,) = ({w-n}),n =1,2,3,...999,1000
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Figur 2.16: (z,,) = {7 -n}),n=1,2,3,...9999, 10000
Som vi har bevist i Eksempel 2.7.2, er folgen ({7n}) tett.

Eksempel 2.8.4. La fglgen (z,) = (1 — {7n}?),n =1,2,3,.... Undersgk om

folgen (x,,) er tett eller ikke.
(2n) = (1 — {m}?),1 — {x2}%,1 - {m3}%,...}.

() = {0.13039559...,0.521582395 . ..,0.17356039 ..., ...}.

N& skal vi undersgke folgen (z,) = (1 — {wn}?) ved & bruke n = 1000 og

n = 10000 i grafer for & ha bedre oversikt pa folgen nar vi gker n.
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Figur 2.17: (z,) = (1 — {mn}?),n = 1,2,3,...999, 1000
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Figur 2.18: (z,) = (1 — {mn}?),n = 1,2,3,...9999, 10000

N&r vi ser pa grafene til (1 — {zn}?) i Figure 2.17 og Figure 2.18, merker vi
at grafene blir tettere og tettere nar vi gker n. Selv om folgen 1 — ({wn})? er
mer tettere nar vi nsermere seg mot 1 enn nar vi nsermere seg mot 0, er fglgen
(1 — {7n}?) tett.

Vi kan ikke stole pa grafer for & bevise folgen (1 — {7n}?) er tett. Men vi har
brukt dem som et verktgy til & illustrere folgen. Na skal vi bevise at fglgen

(1 — {7n}?) er tett som fglger:

Bevis. Vi vet fra Eksempel 2.8.3 at ({n7}) er tett. Det vil si at for en gitt
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€e>00g0<a<l,finnes det n € N slik at
{nm} —a| <e.

N4 skal vi bruke samme prinsipp for & vise folgen (1 — {7n}?) er tett.

La0<a<1oge>0.Viskal vise at det finnes m € N slik at
11— {mm}* —a| <e (2.2)

For & vise at det finnes en m som oppfyller ulikhet (2.2), skal vi starte ved &

la d > 0. Siden 0 < /1 —a < 1, finnes det m € N slik at
{mm} — V1 —al <.
Da vil
—0<{mm}—+vV1—-a<$
Vi—a—0<{mm}<+vV1l—a+§
(V1—a—0)*<{mm}? < (V1—a+9)>?
1-(Vi—a+0?<1—{mm}?<1—(VI—a—90)>
Né skal vise pd 1 — (v1—a+6)? og 1 — (v1—a—0)%
1-(W1—a+6)?=1-((vV1-a)*>+20v1—a+ (6)%
=1-1+a-25y1—a-—0
=a—0(2V1—a+)9).

Og
1-(WV1—a-6?2?=1—-((V1—a)?=26V1—a+ (6)?
=a+ 5(2m —9).
Da blir

a—02V1—a+d)<1—{mm}? <a+62V1—a—29)
—02V1I—a+d) <1—{mm}* —a <52Vl —a—>9). (2.3)
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Siden § > 0 vet vi at
d2vV1—a+0)>d2vV1—a—9).

Sa skal vi ta ¢ slik at

0(2vV1—a+9d) <e.
Da vet vi at §(2/1 —a —0) <e.
Na kan vi skrive ulikhet (2.3) som fglger

—e<1—{mm}* —a<e

Altsa

11— {mm}? —a| <e
Det var det som vi skulle vise for & si folgen (1 — {7m}?) er tett. O

Men fglgen er ikke u.d.mod 1 fordi fglgen er tettere nar vi nsermere til 1 enn
til 0. Det betyr at vi har stgrre sannsynlighet for et vilkérlig element fra fglgen

havner rundt 1 enn rundt 0.
Na& skal vi se de eksemplene ovenfor om de er u.d.mod 1 eller ikke.

Eksempel 2.8.5. La folgen (z,,) = ({an}),n = 1,2,3,... hvor a = }. Un-

dersgk om (z,,) er u.d.mod 1 eller ikke.

12 1

1 2
(wn) = ({gn}) = gvgﬂoﬂgﬂgvov 7}

W =

Vi skal bruke definisjon av u.d.mod 1

_A(la,b),Ni () 1 & _
i S 5 () =0

For & undersgke om (z,) er u.d.mod 1, skal vi bruke grafer og definisjon av
gvre og nedre grense til folger.

Vi skal bruke
1 N
yy = lim nz::l Lig,p)({zn}) hvor N € {100,200, 300, ...}
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for a lage grafer. Forst skal vi finne gvre og nedre grense til yy fra grafen.Etter
pa skal vi se pa gvre og nedre grense for a sjekke om grensen til yy eksisterer
eller ikke. Til slutt skal vi sjekke grense verdi med definisjon av u.d.mod 1.

Det er viktig a huske at dette gjelder for alle [a,b) U [0, 1).

Na skal vi lage en graf av yy i intervallet [0.5,0.75) slik

N

Z [0.5,0.75) {*”})

0335{ ®
0334 @
*es
o9 -a
eee -. . ..'.‘.\\\W ------- ]
0333 .
°
o °
0332
0331
03301 ®

T T T T T
2000 4000 6000 8000 10000
N

o4

Figur 2.19: yny = % S0z Los 075 ({3 - n})

Vi kan se i Figure 2.19 at vi har bade ¢vre og nedre grense som er lik % Dette

betyr at yn konvergerer mot % nar N — oo slik:

lim — Z los075({2n}) = lim — Z Lios0.75({zn}) = lim — Z Lio.s,0.75 ({zn}) =

Nooo N N—oo N N—oo N

Men vi vet at 0.75 — 0.5 = 0.25 og det er forskjellig fra % altsa limy 0o ynv =
3 # 0.25.

Vi kan se ogsd pa yn = limy_ye0 & Son—q La,p)({7n}) i intervallet [0.1,0.2) slik

N
. 1
YN = A}gnoo N 712::1 Lo.1,02 ({Zn})-

Grafen til yy = % >N 1[0.1,0.2)({% -n}) er i Figure 2.20.
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Figur 2.20: yy = % Y001 L0 ({3 - n})

I grafen kan vi se at vi har bade gvre og nedre grense som er lik 0. Da yy

konvergerer mot 0 nar N — oo slik

1o 1o 1o
lim N; 1[0'170.2)({33”}) = A}E’)noo an::l 1[0'170'2)({.%”}) = ngnoo an::l 1[0,170.2)({-%%}) =0.

N—o00
Det betyr at

Jim gy =0# (0.2-0.1).
Séa (zp,) er ikke u.d.mod 1.

Eksempel 2.8.6. La folgen (z,) = ({an}),n = 1,2,3,... hvor a = 1.2578.
Underspk om (z,) er u.d.mod 1 eller ikke.

(2,) = ({1.2578 - n}) = {0.2578,0.5156,0.7734, 0.0312, 0.2890, . . .}.

Vi skal bruke definisjon av u.d.mod 1

A([a,b), N; (zn))

. R
TR T X e () =bme

For & undersgke om (z,) er u.d.mod 1, skal vi bruke grafer og definisjon av
gvre og nedre grense til fglger.

Vi skal bruke

N
1
yy = lim nz::l Lig,p)({zn}) hvor N € {100,200, 300, ...}
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for & lage grafer.
La yn = Imy_o0 % Y01 1144 ({1.2578 - n}).

Na skal vi lage en graf av yy i intervallet [0.5,0.75) slik

I
yn = lim — > losors({1.2578 - n})

n=1

i Figure 2.21.
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Figur 2.21: yy = % S0y L5075 ({1.2578 - n})

Som vi ser grafen i Figure 2.21, har vi bade @vre og nedre grense som er lik

0.25. Dette betyr at yy konvergerer mot 0.25 nar N — oo slik:

e 1Y 1Y
im - > losors{n}) N > losors{zn}) N > lpsors{za}) = 0.25.
n=1 n=1 n=1

= lim = lim
N—oo N—o0 N—o0

Vi vet at 0.75 — 0.5 = 0.25. Det betyr at limy_ oo yn = 0.25 = 0.75 — 0.5.

Vi kan se yy i intervallet [0.1,0.4) for & undersgke mer slik

LN
UN = > 10.1,0.4)({1.2578 - m})
n=1

i Figure 2.22
I Figure 2.22 kan vi se at vi har bade gvre og nedre grense som er lik 0.3. Da

yn konvergerer mot 0.3 nar N — oo slik

1 Y — 1 1 Y
lim N 7; Lo.1,04)({zn}) = ngnoo N 712::1 Lio.1,04)({7n}) = A}gnoo N nz::l Ljo.1,04({zn}) = 0.3.

N—oo
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Figur 2.22: yy = & Y001 1j.1,0.4)({1.2578 - n})

Det betyr at

dim gy =0.3= (04— 0.1).
Folgen ({1.2578-n}) oppfyller definisjonen til u.d.mod 1 i intervallene [0.5,0.75)
og [0.1,0.4). Men for & si ({1.2578 -n}) er u.d.mod 1 ma vi undersgke mer om
folgen, nar intervallet [a, b) gar mot 0. Da kan vi ta [a, b) = [0.100001,0.10001)
for & se om det stemmer med definisjonen til u.d.mod 1 ved hjelp av graf slik

N
1
INTN Z 110.100001,0.10001) ({1.2578 - n})

n=1
i Figure 2.23.
I Figure 2.23 kan vi se at vi har bade gvre og nedre grense som er lik 0. Da

yn konvergerer mot 0 ndr N — oo

N N

1 — 1
lim — E 1 = lim — E 1 —
N%anl [0.100001—0.10001)({%}) NféoNn:l [0.100001—0.10001)({33n})

N
lim N > 1j0.100001—0.10001) ({Zn }) = 0.

N—o0 o
Det betyr at
lim yy =0 # (0.10001 — 0.100001).
N—o0

Vi kan ikke stole pa grafen for & si 1.2578n er ikke u.d.mod 1. Men i nes-
te kapittel skal vi bruke Weyl kriterium for & vise folgen ({an}), hvor « er

rasjonaltall er ikke u.d.mod 1.
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Figur 2.23: yn = % Y021 Lo.100001,0.10001) ({1.2578 - 12})

Eksempel 2.8.7. La folgen (z,) = ({an}),n = 1,2,3,... hvor a = 7. Un-

dersgk om (z,,) er u.d.mod 1 eller ikke.
(xn) ={0.1415926 . ..,0.2831853 . ..,0.42477796 . .., 0.5663706144 . .., ...}.

N4 skal vi undersgke folgen ({r - n}) ved & bruke yy = & S0, Lgp) ({7 - n})
i grafer for & ha bedre oversikt pa fglgen.

Forst la [a, b) vaere [0.1,0.7),da yn blir

LN
UN =57 > 110 {m-n}).
n=1

Og grafen til yx har vi i Figure 2.24.
Vi kan se grafen i Figure 2.24 at vi har bade gvre og nedre grense som gar

mot 0.6. Dette betyr at yx konvergerer mot 0.6 ndr N — oco.

N — 1T N
lim N ngl 1[0.1,0‘7)({3%}) = A}E}loo N ngl 1[0.1,0.7)({33n}) = A}gnoo N ngl 1[0.1,0.7)({%}) = 0.6.

N—oo

Vi vet at 0.7 — 0.1 = 0.6. Det betyr at limy_o yxy = 0.6 = 0.7 — 0.1.
Na skal vi ta [a,b) = [0.3,0.9) for & se yy i en graf slik

1 N
UN = > 1jgs09 {7 n})
n=1
i Figure 2.25.
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Figur 2.24: yy = + SN Lo.on({m-n})
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Figur 2.25: yy = % 22[21 1[0.3,0.9)({77 -n})

Vi kan se grafen i Figure 2.25 at vi har bade gvre og nedre grense som gar mot

0.6 nar vi brukestor V. Dette betyr at yy konvergerer mot 0.6 nar N — oo.

N—oo

N — 1
lim N; L3009 ({zn}) = A N; L3009 ({zn}) =

1

N
am n§=:1 10.3,0.9 ({zn}) = 0.6.

Vi vet at 0.9 — 0.3 = 0.6. Det betyr at limy oo ynv = 0.6 = 0.9 — 0.3.
Folgen ({m - n}) oppfyller definisjonen til u.d.mod 1 i intervallene [0.1,0.7) og

[0.3,0.9). Men for & si ({7 -n}) er u.d.mod 1 mé vi undersgke mer om folgen,
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nar intervallet [a,b) gar mot 0. Det er fordi nar « er rasjonaltal tall som vi

har sett i Eksempel (2.8.6), finnes det intervall [a,b) vhor a,b € [0,1) som gir

1 N
o = 5 3 Lan(fan}) =0,
n=1

Det betyr at vi har intervall [a,b) som er null sannsynlighet for an vilkarlig
ledd fra folgen ({a - n}), hvor « er rasjonal tall som havner i intervallet [a, b).
Sa vi skal prove a undersgke folgen ({7n}) i intervallet [a,b) som gar mot null
for & analysere mer. Da kan vi ta [a,b) = [0.100001,0.10001) for & se om det

stemmer med definisjonen til u.d.mod 1 ved hjelp av graf slik

N
1
UN = > 1j0.100001,0.10001) ({7 - n})

n=1

i Figure 2.26.

le—5
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0 20000 40000 60000 80000
N

Figur 2.26: yy = + S0, 110.100001,0.10001) ({7 - 12})

Vi kan se i Figure 2.26 at vi har bade gvre og nedre grense som gar mot
0.9 x 1075 ndr vi tar stor N. Det er vanskelig & konkludere at yy konvergerer
mot 0.9 x 107°. Men grafen indikerer at yy gar mot 0.9 x 107° som er var
gnske slik at undersgkelsen skal stgtte oss for a si folgen ({7n}) er u.d.mod 1.
Dette betyr at vi skal akseptere yx konvergerer mot 0.9 x 107 nar N — oo

slik:

N N

1 — 1
lim — E 1 = lim — E 1 —
N%Oanl [0.100001,0.10001)({%}) NgréoNn:l [0.100001,0.10001)({%})
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1 X ~
]\}E)noo N 712::1 1[0.100001,0.10001)({fﬁn}) =0.9 x 107°.

Vi vet at 0.10001 — 0.100001 = 0.9 x 107°. Det betyr at limy_yo0 yny = 0.9 x
1075 = 0.10001 — 0.100001.
Sa det ser ut som at fglgen (z,) = ({7 -n}),n=1,2,3,... er u.d.mod 1. Men

vi skal bevise dette i neste kapittel ved hjelp av Weyl kriterium.

Eksempel 2.8.8. La fglgen (z,) = (1 — {7n}?),n =1,2,3,.... Undersgk om
folgen (x,) er u.d.mod 1 eller ikke.

() = {1 — {m}*,1 = {m2}*,1 — {m3}%,.. .}
() = {0.13039559 . . .,0.521582395 . .., 0.17356039 ..., ....}

N4 skal vi undersgke folgen (1 — {7n}?) ved & bruke yy = + SN Lg,p) (1 —
{mn}?). i grafer for & ha bedre oversikt pa fglgen.
Forst la [a, b) veere [0.1,0.2),da yn blir

LN
UN = > 1jp102)(1—{mn}?)
n=1

Og grafen til yy ser slik ut i Figure 2.27.
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Figur 2.27: yy = + >N Lio.1,02)(1 — {mn}?)

I Figure 2.27 kan vi se at grafen stablisere seg mellom 0.052 og 0.056. Og det

ser ut som grafen gar mot 0.054 nér vi tar stor N. Men det er ganske tydelig at
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grafen konvergerer ikke mot 0.1 som er var gnske slik at undersgkelsen stgtter
oss for & si folgen er u.d.mod 1. S& kan vi si at yy konvergerer mot 0.054 som
er forskjellig fra 0.2 — 0.1 = 0.1. Altsa

lim yy = lim yy = lim yy = 0.054.
N—oo N—o0 N—o0

lim yy = 0.054 # 0.1 = 0.2 — 0.1.
N—oo

N& skal vi se yy i intervallet nsermere mot 1 for & undersgke mer pa fglgen.
La [a,b) = [0.8,0.9), da yx blir
1N

UN = > 1509 (1—{mn}?)

n=1

Og viskal se yy = % >N 1[0.1,0.2)(1—({7m})2) i en graf for & finne ut hvordan
yn konvergerer nar N — oo. Grafen til yy = % SN L10.8,0.9)(1 — {an}?) eri

Figure 2.28.
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Figur 2.28: yy = % Yn1 Los09)(1 — {7n}?)

Vi kan ikke konkludere konvergense av fglgen fra grafen i Figure 2.28. Men
kan vi se at grafen stablisere seg mellom 0.130 og 0.132. Og det ser ut som
grafen gar mot 0.131 nar vi tar stor N. Men det er ganske tydelig at grafen

konvergerer ikke mot 0.1 som er var gnske slik at undersgkelsen stgtter oss
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for & si fglgen er u.d.mod 1. S& kan vi si at yy konvergerer mot 0.131 som er
forskjellig fra 0.9 — 0.8 = 0.1. Altsa

lim yy = lim yy = lim yy = 0.131
N—oo N—o0 N—o00

lim yy = 0.131 # 0.1 = 0.9 — 0.8.
N—oo

Vi har sett tidligere i Eksempel2.2 at folgen (1 —{7n}?) er tett. Men nir vi ser
folgen i en funksjon yy pa intervallet [0.1,0.2) slik yy = % Z,]Ll Lio.1,02)(1 —
{7n}?). Da har vi fant ut at imy o yny = 0.054 < 0.1 = 0.2 — 0.1. Og nar
vi tar intervallet [0.8,0.9) til yn slik ynv = % 01 Ls0.9)(1 — {7n}?). Da
har vi fant ut at limy_.oyy = 0.131 > 0.1 = 0.9 — 0.8 . Dette betyr at
selv om fglgen 1 — ({mn})? er tett i enhetsintervallet [0,1), er den tettere i
intervallet [0.8,0.9) enn i intervallet [0.1,0.2). Fordi vi har stor sannsynlighet
som er 0.131 for & finne et ledd i intervallet [0.8,0.9) enn sannsynligheten som
er 0.054 for & finne et ledd i intervallet [0.1,0.2) fra folgen 1 — ({mn})?. S&,
Folgen 1 — ({mn})?,n = 1,2,3,... er ikke u.d.mod 1. Men vi skal bruke Weyl
kriterium i kapittel 2 for & bevise fglgen (z,,) = 1({mn})?,n = 1,2,3, er ikke
u.d.mod 1.
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Kapittel 3

Noen metoder for a vise at en

folge er uniformt fordelt

Som vi har sett I kapittel 1 kan vi undersgke fglger for a se om de er u.d.mod
1 eller ikke. Men det tar mye tid og arbeid for & vise dette ved hjelp av grafer.
I tillegg kan vi ikke stole pa grafer for & konkludere om de er u.d.mod 1 eller
ikke. Derfor trenger vi gode metoder som vi kan bruke som et verktgy for &
vise en folge er u.d.mod 1. Det finnes mange forskjellige folger som er vanskelig
a vise om de er u.d.mod 1 eller ikke. Derfor finnes det flere metoder som kan
hjelpe oss for & vise enklere om de er u.d.mod 1 eller ikke. Noen ganger er det
lurt & bruke kombinasjon av to eller tre metoder for & vise en folge er u.d.mod

1.

I denne kapittel skal vi se pa noen metoder for & vise at en fglge er u.d.mod 1.
Metodene som vi skal se I denne kapittel er Weyl kriterium, Van der Courput

differensteorem, Fjers teorem.
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3.1 Flere ekvivalente formuleringer av uniform for-

deling modulo 1

3.1.1 Bruk av kontinuerlige funksjoner

Weyl utviklet en teori fra likning (1.8) slik at det gjelder til alle kontnuerlige

funksjoner ved hjelp av Remann integral [N, s. 2 - 3].

Teorem 3.1.1. Folgen {x,}, n = 1,2,3,... er u. d. mod. 1 hvis og bare
hvis for alle reelle kontinuerlige funksjoner f som er definert i det lukkede
enhetsintervallet I = [0,1], sd er

1 Y 1
Jim N; F{an)) = /0 f(z) dx.

N—o0

Beuvis. For a bevise teoremet, har vi to deler. Den forste, antar vi at {z,,},n =

1,2,3,... er u.d.mod. 1. Og vi skal vise at

nar f er en kontinuerlig funksjon.
La f veere en kontinuerlig funksjon og € > 0. Alle kontinuerlige funksjoner er

Riemann-integrerbar funksjoner. Sa har vi to trappefunksjoner fi; og fo slik

at
filx) < f(x) < fo(z) forallex €1
og slik at
[ (00~ @) dr < e
Da blir

/Olfg(z:) d:v—/o1 fi(z) de < e
/01 fol) dx—eg/olfl(x) dz. (3.1)

Fra Riemann-integral har vi sett at hvis f1(z) < f(z) < fao(z) for alle x € I,

er

/Olfl(a?) dxé/olf(x) dxg/olfg(m) dx. (3.2)
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Det folger av (3.1) og (3.2) at

/Olf(ac) dr — e < /Olfl(l') dx

Siden f; er trappefunksjon og {z,} er u.d.mod. 1, vet vi fra likning (1.8) at

1 1 1 X
/Of(x) dr — ¢ < /0 fi@) dm:]&@mﬁgﬁ({mn}).

Vi vet ikke om limpy o0 % SN f({zn}) eksisterer. Men vi vet at fi({z,}) <
f({zn}) for alle z € [0,1] og imy 00 % SN fi{zn}) eksisterer. N& vet vi

at nedre grense til & SN | f({z,}) ma veere storre eller lik enn grensen til

% 27]2721 fi{zn}). Det vil si

]\}1_1)1’1 szl {zp}) < hm —Zf ({zn})-

Og fra egenskapen til gvre og nedre grense, altsd lim f < lim f kan vi skrive

lim —Zfl {zp}) < hm —Zf{xn} ) < hm —Zf{xn} ) < hm —ng {zn}).

Na kan vi skrive hele slik
N—oo

1 1 N
/Of()dx—e</f1 ) dx = hm—Zfl {zp}) < lim anzj ({zn})

< hm 7Zf{$n} < hm 7Zf2 {xn}

N—oo N

:/0 fo(x) dxg/o f(z) dx +e.

Dette gjelder for alle € > 0. Nar vi tar ¢ — 0 vil bade

/Olf(:v)dx—e—> /Olf(:v)dx
1f(x)dm+6—> lfx dx
0 0

Slik at fra ulikheten (3.1) far vi at

1 . 1 N — 1 N 1
f) S des tm S (b < T 3 (o)) < [ 5(0) do

(3.3)

0g
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Men da ma alle ulikheter veere likhet

1 ) 1 N — 1 N 1
/0 fla) do = tm 37 J(on}) = Jin 3 7)) = /0 f(z) da.

N—oo

Det betyr den gvre og nedre grense til % N f({z,}) ma veere like. Alsta
lim + SN, f({zn}) =lim & S0, f({2,}). Da vil i folge egenskapen til gvre
og nedre grense, grensen til f eksisterer og er lik gvre eller nedre grense. Vi

kan skrive dette slik:

1 X _ 1 X 1 X 1
Nhjmooﬁ Xzzlf({ﬂﬁn}) = A}gnooﬁgf({%}) = ]\}iglooﬁ;f({xn}) :/0 f(z) dz.

Som viser at hvis {z,,},n =1,2,3,... er u.d.mod 1, er det
N 1
Jim S f(an) = [ f@) da

for alle f som er kontinuerig funksjon.

Na skal vi vise den andre delen ved & 1a (x,,), 1,2, 3, ... veere en gitt folge og an-
tar Hmy oo & Soney f({zn}) = fol f(z) dx er sant for alle reelle kontinuerlige
funksjoner definert i det lukkede enhetsintervallet I.

La [a,b) veere et vilkarlig delintervall av I og € > 0.

Fra Lemma 2.3.1 finnes det to kontinuerlige funksjoner g;(x) og g2(x) slik at
g1(x) < 1gpy(z) < go(x)  foralle zel

og 1
/0 (g2(z) — g1(2)) dx < e.

Da har vi

/Olgg(x) d:):—/olgl(w) dr < e

/01 g2(x) do — e < /01 g1(z) dx.

Siden g1(x) < 1jg)(7) < g2(z) for alle x € I vil

1 1 1
/0 g1(x) dx §/0 L) (2) dv S/o g2(x) dx
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og

/1[ab d$_6</gl

Siden fol ligp)(®) dz = b — a og vi antar at limN_mo%Zgzl fl{zn}) =
fo ) dz for alle kontinuerlig funksjon f. Sa blir

1 N
b-a)-e< [ g do- ngnm;;gm{xn}).

Fra egenskapen til gvre og nedre grense som er lim & S°07 | f({z,}) <Tim & SN f({zn})

kan vi skrive slik
1
(b—a)—eg/ g1(x) dz
0
:]\}gn Nzgl {zp}) < hm —Zlab ({zn})

Néar vi tar € — 0 vil bade (b —a) — € og (b — a) + € ga mot b — a slik
(b—a)—e—b—a

og
(b—a)+e—b—a.

Na& kan vi fa slik fra ulikhet (3.2)

1N
—a< - < L <b_a
b—a A}inoo Z Lap)({7n}) A}gnoo N nzl Lgpy({zn}) <b—a

Da ma alle ulikhetene veere likhet

b—a= lim *Zl[ab) {zn}) = hm 721(117) {zp}) =b—a.

Nﬁoo
Det betyr at

Jim Nzlw {2}) =b—a.
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Vi vet at & S0, Liapy({zn}) = w, slik at

N
. A([CL, b);N; (.’Bn))
M, 7 2 tew o)) = Jim TS = b
I fplge definisjonen av u.d.mod 1, mé (z,),n =1,2,3,... veere u.d.mod 1. [

Korollar 3.1.2. Fylgen (z,,) er u.d.mod 1 hvis og bare hvis for alle Riemann-

integrerbar funksjon f pd I =[0,1], holder

1 & !
dim 5 2 () = | @) a.

Bevis. For a bevise Korollar 3.1.2; skal vi ta to veier. Forst antar vi {z,} er

u.d.mod 1. Og vi skal vise

for alle Riemann-integrerbare funksjoner f.
La f(z) veere en Riemann-integrerbar pa I = [0, 1] og € > 0. Da fglger det fra
definisjonen av Riemann-integral, at vi har to trappefunksjoner f; og fo slik

at for alle x € I fi(z) < f(x) < fa(x) og

[ ) - pia) o < ¢

/01 fa(zx) dav—/o1 filz) de < e

Her er det akkurat samme som den forste delen av beviset I Teorem 3.1.1.

1 1 _ 1 Y
[ f@de—es [Fa) o= tim 5
1 1 X

N 1
< Jim 3 flan) = | felw) da

S/Olf(x) dx + .

Nar € — 0 det ser slik ut
1 1 N 1 N 1
z)dr —0< lim — Tpt) < lim — Tn, §/ z) dx + 0.
[ 5@ D WERIEN D SIENEY W
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Da ma alle ulikhetene veere likhet

1 1
/Of( )dr — 0= lim —Zf{:nn} = hm —Zf{a:n} /Of(:v)dm—l—O.

N%oo

Altsa

[ 5@ de= tm —Zf{xn} ~ fim —Zf{xn}

N%oo
1 N
= Jim oy 2 S

er sant for alle Riemann-integrerbar funksjon f on I = [0,1]. Da vil (x,) vaere
u.d.mod 1.
For & vise den, la [a,b) veere en vilkarlig delintervall av I.

Vi vet at 11, ) er Riemann-integrerbar funksjon. det betyr at i folge var anta-

gelse
1
Jim Z Lap)({zn}) = / Ligp)(2) do
=b—a.
Vi vet at Ly, L ({zn}) = M slik at
A(la, b); N; (zn)) _
g 2 o)) = i DD
I fplge definisjonen av u.d.mod 1, mé (z,,),n = 1,2,3,... veere u.d.mod 1. [

Korollar 3.1.3. Fulgen ({x,})er u.d.mod 1 hvis og bare hvis for alle konti-
nuerlige funksjoner f pa R som tar kompgekse verdier og har periode 1, sa

er



Bevis. For & bevise Korollar 3.1.3, skal vi ta to veier. Forst antar vi ({z,}) er

u.d.mod 1. Og vi skal vise

nar f(z) er en funksjon f: R — C

f(z) = fi(z) +ifa(x)

der fi(x) og fa(x) er reelle funksjoner med periode 1.
For at f(z) skal veere kontinuerlig funksjon pa R, sd ma fi(x) og fa(x) veere

kontinuerlig funksjon pa R som gir reelle verdier. Da

lim > f(wad) = Jim Z(ﬁ({xn}) +ifa({zn}))

= lim —Zfl {zp}) +1i hm —ng {zn}).

Fra Teorem 3.1.1 vet vi for ({zn}),n =1,2,3,...er u.d.mod. 1 at imy_,00 + PO
fol f(x) dz for alle reelle-verdi kontinuelig funksjon f. Sa

N

lim 3 f(eah) = [ A dovi [ fla) de

n=1
/'ﬁ +/“zh

= /0 (Fix) +i folz)) da

:/Olf(x) dx

Na skal vi vise den andre veien ved & la (z,,) veere en fglge og antar

mn—f§jf{%ﬁ /’f (3.5)

vaere sant for alle komplekse kontinuerlige funksjoner med periode 1.
Hvis f(x) er en reell funksjon, sa er f(x) en spesiell kompleks funksjon slik at
(3.5) ogsa riktig for denne.

Sé i felge Teorem 3.1.1, ma (x,),n =1,2,3,... vaere u.d.mod 1.
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N& skal vi se Weyl kriterium som er en av de grunnleggede metoder for & vise
en fglge er u.d.mod 1 eller ikke. Men fgrst skal vi se pd Weierstrass teorem

som kan hjelpe oss for & bevise Weyl kriterium.

3.1.2 Weierstrass teorem

Vi har to variasjoner av et teorem av Weierstrass. Det er nar funksjonen er

reell. Det vil si f : R — R og nar funksjonen er kompleks, Det vilsi f : R — C

Teorem 3.1.4. Polynomene ligger tett i C([a,b],R) hvor C er en kontinuerlig
funksjon for alle a,b € Rya < b. Det vil si at for en hver kontinuerlig funksjon
f:la,b] = R og € >0, sa eksistere det et polynom p(z) slik at

|f(z) —p(x)] <€ for alle z € [a, b (3.6)
Her skal vi se pa en kompleks funksjon Z for a beskrive et trigonometrisk
polynom.

La Z = cos2mz + isin 27z = 2™ hyor = € [0, 1].

Na& kan vi lage et trigonometrisk polynom g : R — C slik:
gn(x) = e*™h® = cos 2nha + isin2rha  hvor h € Z

gn(x) er periodisk funksjon med periode 1. Dette betyr at gi(z) = gn(z + 1).
Vi kan skrive gp(z) pé en enkelt mate slik at vi kan se den trigonometrisk

polynom lettere slik:

gh(x) — 627rihx

Da kan vi skrive
Yp(z) =2" hvor zell={zeC]||z| =1}

N4 kan vi tenke pa 2" som et polynom i z selv om h kan veere negativ ogsa.

Og vi kan skrive mer generalt slik

H
g(x) = Z Cpe?rihe hvor Cj € C.
h=—H
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Da kan vi kalle g(z) et trigonometrisk polynom. Na kan vi se pa det andre

Weierstrass teoremet slik.

Teorem 3.1.5. De trigonometriske polynomene ligger tett i C([0, 1], C), hvor
C([0, 1], C)errommetavallekontinuerlige funksjonerf: [0,1] — C. Det vil si
at for en hver kontinuerlig funksjon f : [0,1] — C og € > 0, sa eksisterer det

et trigonometrisk polynom (x) = ZhH:_H Cpe?™he slik; at
|f(z) —¢(x)] <e for alle z € 0,1]. (3.7)

Vi skal ikke bevise Weierstrass teorem for a4 begrense temaet. Men i steden

skal vi fokusere mer pa Weyl kriterium.

3.1.3 Weyl kriterium

Funksjonene f pa formen f(z) = ¢*™"* hvor h er et heltall som ikke er null,
tilfredsstiller betingelsene for Korollar 3.1.3. Saledes, hvis (x,) er u.d.mod 1,
vil relasjonen limy_,o SN ) = fol f(x) dx veere tilfredsstilt for slike
f. Det er et viktig fakta i teorien om u.d.mod 1 at disse funksjonene allerede
er tilstrekkelige til & bestemme u.d.mod 1 av en folge. N& skal vi se pa Weyl

kriterium teorem [KN, s. 7 - 9].

Teorem 3.1.6. Folgen (x,),n =1,2,3,... er u.d.mod 1 hvis og bare hvis

. 1 al 2mihx
]\}gnoo N nz::l e =0 for alle h € Z, h # 0. (3.8)

Vi skal bevise Weyl kriterium i to deler. Den forste delen er ved a anta (z,)

er u.d.mod 1, da skal vi vise limy_, o % 27]2[21 e?™ihzn — (. Den andre delen er
N

N | e2mhTn — () er sant, da skal vi vise (z,,) er u.d.mod

ved & anta lim o % >

1. Den andre delen er litt vanskelig. Men fgrst skal vi ta den fgrste delen.

Bevis. Antar at (z,) er u.d.mod 1. Og vi har en kontinuerlig og periodik

funksjon f:[0,1] — C,
f(z) = 2™ = cos 2mha + isin 2wha.
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Det vil si at
flz+1)= f(x) for alle = € [0,1].

Fra Korollar (3.1.3) vet vi at

o1& !
i,y 3 ) = | @) do

N—oco N

Da kan vi skrive

1 1
: - 2mihay — 2mihx
RSP /0 e du
n=1
_ 1 2mihx |1
" 2mhi € lo
_ 1 2mih 0
= e € c)
1
=57 (cos2mh +isin2mh — 1)
mhi
1
= (14+0-1
2mwhi (1+ )

som skulle vises.
N4 skal vi se pa den andre delen av beviset av Weyl kriterium teorem. Det vil

si at vi skal anta

1
lim — e?rihan —
N—ooo N nzl

er sant for alle h € Z, h # 0, da skal vi vise at (z,,) er u.d.mod 1. Det vil si

at vi skal vise

1 N 1
lim — n) = .
fim e 3o = [5G e (39)
for alle kontinuerlige komplekse funksjoner f.

La f(z) veere en kompleks kontinuerlig funksjon og la € > 0. Sa fra Weierstress

teorem finnes det et trignometetrisk polynom v (z) = S0, Cpe? ™ slik at
|f(z) —y(x)] < g for alle € [0,1]. (3.10)

Na skal vi se at funksjonen ¥ (z) oppfyller likning (3.9), det vil si at
1Y L
¥ S vlan) = [ 0@ da

n=1
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N4 skal vi starte med + SN ¢(z,,) forst

1 N 1 N H
Z w zy) = N Z Z Che%rzhxn
n=1 n=1h=—H

I
T
3
I

= Chi = WZhCEn +CO 6271'2 $n+ Chi 627r7,hzn‘
N

Som vi antar i starten, vet vi at Hmpy oo = N Zn, e2mhrn — () for alle h €

Z, h#0, da kan vi finne ut at limy_, 00 ~ N ZE— ChN Zn_ e2mhan — () og

. 1 H 1 N 2mih —
llmN_>oo N thl Chﬁ anl e n — (),

Og vi vet at e2™(0%n — 1 for alle n € N slik at

N
o2mi(0)an _

1
—.N=1.
N

n=1

Sa

lim —Zw (zp) = hrn Z Ch 262ﬂ1h1n+ hrn 00—2627”(0)1”

N—oco N n 1 el
H
li 2mihxn
—|—N1m ZC’h Ze
=0+Co-(1)+0

= Cp.

Vi har fant ut at % N (x,) = Co. Na skal vi se pa funksjonen 9 (x,,) i

integral slik
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/ W(x) dr — /O K i ChPT )

1hsz
:/O(

H
Ch€27rih1' + 00627ri(0)1' + Z Ch€27rih1') dx

h=—H h=1
1 1 ) 1 ) 1 H ]
:/ Z Ch€27rzh:p d(l)-i—/ 00627”(0)33 dr + ZcheQﬂ'zhx dr
O h=—m 0 0 h=1
—1 1 ) 1 H 1 ]
= Z Ch/ > gy +/ Co dx + Z Ch/ 2™ gy
h=——H 0 0 h=1 0
—1 1 . H A
= 20 Ol ™ Mo+ Coxly + 3 Oulg ™)
h=—H h=1
- 1 2mih 0 4 1 2mih 0
- Z Ch.QWihm(e _e)JFC’O—FZC}E.27m'hﬂv(6 —<)
h=—H h=1

e2™h — cos 2mh + isin 2h = 1 for alle h € Z og € = 1, da kan vi skrive

-1 1 H 1
[e@ i) = 3 g -+ G0+ G g (=)

— 1 d 1
=3 Ch 5 () +Co+ Y Ch 5 (0)
Wy 2mihx = 2mihx

=0+Cp+0

= Cy.
Na vet vi at
LS w6
— Y(Ty) — / Y(x) dr
N n=1 0
nar N — oo. Det betyr at det finnes Ny € N slik at for n > Ny
1 & 1 €
$ ) — dz| < <. 3.11
3 ¥l — [ 9la) ol < 5 (3.11)
Men det vi vil vise er
1 Y 1
— Tn) — z) dx
N 2 ) = [

nar N — oo. Det betyr at det ma finnes Ny € N slik at for N > Ny
1 Y 1
v 2 flan) = [ fla) dol < (3.12)
N n=1 0
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For a vise likning (3.12), kan vi starte slik

&MZ

N 1 N
e G = [ @) del =1 3 glen) — 5y 3 wtan)
%zw - [@a 61

+/¢ dm—/f ) dal.

Fra trekant ulikheten som sier |z + y| < |z| + |y| altsa

lz+y+z| < x|+ |y + 2]

<ol + lyl + |=].

Na& kan vi skrive likning (3.13) slik

LS fa) = [ @) dnl <12 S ) - LS
— Tn) — z)dr| <|— Tp) — = Tn
Nn:l Nn:l Nn;lw( )|
1 & 1
+ I 2 v — [0l o

Fra likning (3.11) vet vi at |+ SN () — fol V() dz| < § for alle n > Np.
Og

\/ da;—/f ) da| = \/ ) del.

Fra egenskapen til integrasjon vet vi | [ f(z) dz| < [|f(x)| dx

y/ da:—/ dx]</]z/; 2)| dz.

Fra likning (3.10) vet vi at [¢(z) — f(z)] < § for alle z € [0, 1) slik at

\/ dx—/ dm\</ 2)| dz
/

oo\m

w\m
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Og
1 X 1 X 1 X
!NZf(wn)—NZ () =N2_: — (zn))]

for alle n € N. Fra trekant ulikheten vet vi at |3 SN (f(zn) — h(zn))| <

N Lont [(F (@) = d(an)l.
Og fra likning (3.10) vet vi at |[¢(z,) — f(zn)| < §  for alle z,, fordi alle
€10,1) da

n=1 n;l 1n:l
+ I 3 v — [ 0la) o
1 [ v do= [ fa) dal
< € € €
=3 + 3 + 3

for alle n € N,n > Max {No, N1}. Det vil si at

,}E&sz”f” - [ e

for alle kontinuerlige funksjoner f, I folge Teorem 3.1.1 ma (x,,) veere u.d.mod

1. O

71



Vi skal se pa en korollar nedenfor for & vise u.d.mod 1 er symmetri. Det vil si

at hvis (z,) er u.d.mod 1, ma (—z,) veere u.d.mod 1.

Korollar 3.1.7. La (x,),n = 1,2,3,... er u.d.-mod 1. Sa folgen (x,),n =
1,2,3,... er u.d.mod 1.

Bewvis. Vi skal bruke Weyl kriterium.
La h € Z,h # 0, sa kan vi skrive

lim — Z e2mih@n) — lim — Z e2mil=

N—oco N N—)oo

Ogla H=—h,daer He€Z, H#0.Sa kan vi skrive

lim 72 2mih(xn) — lim 72 27rzHJ:n

N—oco N N—oco N

Siden (o) er u.d.mod 1 og H er H € Z, H # 0., i folge Weyl kriterium

lim 2miHx, —
N—oo N Z

Altsa

lim — Z 2mih(zn) _

N—oco N

Det betyr at i folge Weyl kriterium ma fglgen (x,,) veere u.d.mod 1.
O

Na skal vi se pa noen eksempler som vi skal bruke Weyl kriterium for & vise
u.d.mod 1 av fglger.
3.1.4 Noen eksempler av Weyl kriterium

Her skal vi se pa noen fglger som kan vi vise at de er u.d.mod 1 ved hjelp av

Weyl kriterium.

Setning 3.1.8. Huvis (zy,) er u.d.-mod 1, si er (mxy,) u.d.mod 1 for alle m €
Z, m#0.
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Bevis. La h € Z,h # 0, sa kan vi skrive
lim Z e2mh My — lim Z e?mhmxn

N%OON N~>OON

Ogla H=h-m,daer HeZ, H#0.854akan vi skrive

1 .
lim 627rzh macn) — lim — eQmH:vn.
N—o0 N Z N—oo N TZZ:

Siden (z,) er u.d.mod 1 og H er H € Z, H # 0., i folge Weyl kriterium

lim 1 i e?riflen —
N=oo N 731
Dermed
A}gnoo — Z e2mih(man) — (),
Det betyr at i folge Weyl kritenum ma folgen (mx,) veere u.d.mod 1. O

Setning 3.1.9. Huis folgen (z,),n = 1,2,3,... er u.d.mod 1, sd er folgen

(xn +a),n=1,2,3,... hvor « er en reell konstant, u.d.mod 1.

Bewvis. Vi har sett dette ved hjelp av mat ematisk logisk begrunelse og forsta-

else i Lemma 2.2. Men na skal vi vise dette ved hjelp av Weyl kriterium

lim 72 2rih(znta) _ lim 72 2mih(xy) 27rzha

N—oo N N—oco N

_ etha lim — Z eQﬂ'zh(azn).
N—o00

I folge Weyl kriterium vet vi at

RREAN
lim — Z e2mih(zn) — .

N—oo
Sa
1 X, ih(@nta) _ 2mih
1. - mih(x,+o — TihOo |
iy 2 e e o
=0.

Sa i felge Weyl kriterium ma folgen (z, + a),n = 1,2,3,... hvor « er reelle

konstant veere u.d.mod 1. O
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Eksempel 3.1.10. Hvis fglgen (x,),n =1,2,3,... er u.d.mod 1, og hvis (y,)
er en fplge med egenskapen lim,,_, oo (2, — yn) = @, hvor « er et reellt konstant

tall, s er (y,) u.d.mod 1.

Bevis. Forst skal vi se at (y,) er u.d.mod 1 nér o = 0 altsa nar (z, —y,) — 0.
LaheZ,h#0oge>D0.
Na skal vi vise at limy_, % Zi)f:l e2mhyn — () eller, for en gitt € > 0, finnes

det Ny € N slik at for alle N > N;

1
|7 Z e27rzhyn| <e.
Nn:l
Sa kan vi skrive
1§:2-h 1§2~h< tan)
’7 67” yn’:|7 67” Yn—Tn1TITn ’
Nn:l Nn:l

2mih(yn—2an) | eQﬂihmn|

I
Z| =
M=

i
I

(&

N
2mih(Yyn—2n) 2mihTy i 2mihTy
(e le N Z |

I
2| =
hE

3
Il
—_

N
(eQﬂih(yn—:cn) . 1>e2m’hxn’ + . Z Qﬂ'lhIn’

&
2=
1=
==

2

€2m'h(yn—zn) _ 1||€27Tih$n‘ + i Z mhwn|

1 n=1

VAN
7

2|~
2

n

Vi vet at |e2™®n| = 1, da kan vi si

1 g 1 g
‘7 Z 2mhyn’ < Z ’627rzh Yn—Tn) 1‘ + ‘7 Z eQm’hxn’
N n=1 N n=1
Siden (x, — y,) — 0, vil €2™Un=%n) _ 1 Det betyr at e2™hm—2n) _ 1 0.
Da for en gitt € > 0, finnes det Ny € N slik at for n > Ny
’(eQﬂih(ynfmn) o 1)‘ < -

Siden (z,,) er u.d.mod 1, vet vi at |+ N e*mhen| 0. Det finnes M € N

slik at for N > M

1 Y ; €
|7 Z 627rzhzn| < =
N — 3
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|7 Z 627”hy”| < = Z |€27rzh(yn—$n) _ 1‘ + ’7 Z 627rzhzn|
N n=1 N n=1 N n=1

L Q2| 2rin(yn—e) R )
- = Z |62mh Yn—Ln) __ 1‘ + = Z ‘ 2mih(yn—2xn
N n=1 N n=No+1
Vi vet at |e2mh{un—2n) _ 1| < 2 slik at
K - L Q2| orin(yn—en) R )
- Z 7rzhyn| S - Z |627rih Yn—Ln) __ 1‘ 4+ — Z ‘ 2mih(yn—2xn
N n=1 N n=1 N n=No+1
- 2Ny n N —Ny € n €
- N N 3 3

1| + |7 Z 2mwihxn

1| + |7 Z 2mwihan

Vikantastornostlikat%<§ogN>M.Ogvivetat%<lda

mé veere ¥ R,NO - § < § som resultat
1% Trlhyn’<2N0+N_N0 €€
anl - N N 3 3
S L€
-3 3 3

I
m

Det betyr at

lim — Z 2mihyn _

N—oco N

I folge Weyl kriterium ma (y,) veere u.d.mod 1.

Na& skal vi vise at (y,) er u.d.mod 1 for a # 0. La z,, = y,, + «. Da vil

Ty — 2pn — 0.

Som vi har sett ovenfor nar o« = 0, ma (z,) veere u.d.mod 1. Det betyr at

(yn + ) er u.d.mod 1. S& i folge Lemma 1.1.2 m& (y,) veere u.d.mod 1. [

Eksempel 3.1.11.

Setning 3.1.12. Hwvis (z,,) er u.d.mod 1 og (yy) tilfredsstiller

sa er (xn + yn) u.d.mod 1.
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Bewis. For & vise at (z, +y,) er u.d.mod 1, skal vi bruke Weyl kriterium. Det

vil si at vi skal vise

lim — Z e2mth(zntyn) —

N—oco N -
hvor h € Z,h # 0.
Det betyr at vi skal vise for en gitt € > 0 finnes det N; € N slik at for alle

N > Ny
|7 Z 627r2h Tn+yn) | <e.
n 1
La € > 0 veere gitt. Na kan vi starte med
1 N ) 1 & . 4 :
’N Z e27rzh(xn+yn)| _ |N 2(627r1h(xn+yn) - 627Tzhzn + BQth”)‘
n=1 n=1

I
NE

2=

N
627rih:r:n (62m'hyn . 1) + i Z eQm’hxn’

n=1

eQm‘hmn (627rihyn _ | + ’ Z ethxn|

Z| =
M=

IN

1

n

Vi vet at % SN e2mhan ). Det betyr at det finnes No € N slik at for alle

N > Ny
I y—r,
N = 2
Sa skal vi vise % Zgzl e2mihan (o2mihyn _ 1) _ ()
L& 2mihan (,2wih
| 2o e (e — 1) <

n=1

| 2mihay (627rihyn . 1)|

=
Mz i

S
I
—

| 27rih:1:n‘|e27rihyn _ 1‘

I
2] =
Mz

S
Il
—

1

N | 2mihyn 1|

Mz

I
—

n

La g(y,) = e*™n  da for en gitt € > 0 finnes det § > 0 slik at, hvis |y,| < §

sa, vil
T €
19(yn) — g(0)] = [*™ ¥ — 1] < T
={n e N[ l|y.| > 0}
1 & i 1 2mih 1 2mih
Nzleﬂ—lyn_:uzﬁ Z |e7T’Lyn_1|_|_N Z |€myn_1|
n=1 neSN[1,N] ng¢SSN[1,N]

(3.14)
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Vi vet at |e2™Wn — 1] < 2. Men [¢2™Wn — 1| < § nér |y,| < 6. S& ulikhet (3.14)
blir

1

N
1 omihyn 1 €
NPl S D DRSS D DR
n=1 neSN[1,N] ng¢SN[1,N]
2 1
= —Hn <N neS}+Hn<N|ngs} -
5 |{n§N|n6%}|+|{n§N|n§é%}| €

N N 4

La €; > 0 veere gitt. Da finnes det Ny € N slik at for alle N > Ny

1 N
N Z ’yn‘ < é€1.
Nn:l

Vi kan skrive % SNyl i to del ved hjelp av & som folger

1 1 X 1 X
n=1 ngSN[L,N] ngSN[L,N]
1 X 1 X
> N 0+ N Z |yn|
ngSN[1,N] n¢SN[1,N]

'V

>,
[]=

—_

=0—=|{n < N |neS}.

N
Sa kan vi si at
1 1 Y
5N|{”§N|”€3}| < N;!yﬂ < €1
Altsa

{n<NineS _a
N 5

Det betyr at hvis vi tar § = g, da kan vi si at det finnes Ny € N slik at for
alle N > Ny

)}

{n < N |neS}
N

e~ |

IN
—_

1 o [{n<N|ng¢SS
Ogmden\{ngl\fjngé%}\g]\f,maw
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Da, for alle N > Ny ulikhet (3.14) blir

{n<N|neS}| Hn<N[ngS}| e

N N 4

1
7Z|62mhyn_1|§2.
Nn:l

B~ o
N N

Dermed
1 Y ol 1 Y
s 27ih(zn+yn s 2mihxy ( 2mihyn - 2mihTy
|Nzezx y|§|NZezm(e Y 1)|+|Nzezx
n=1 n=1 n=1
P
-2 2
=€
som vi skulle vise. I fglge Weyl kriterium ma (x,, + y,) veere u.d.mod 1. O

Eksempel 3.1.13. La 6 veere et irrasjonal tall. Da er folgen nf,n =1,2,3, ...
u.d.mod 1.

Bevis. Vi vet fra Weyl kriterium at fglgen (z,),n = 1,2,3,... er u.d.mod 1

hvis og bare hvis

N4 skal vi vise at limy_,o SN e2mihfn — ) og dermed at, folgen ({nf}) er

u.d.mod 1.
E g: ezmitn _ 1 i J2rihtn)
N n=1 N n=1
La €2 =g Da er
|i g: (2mihtn| _ i| g: 2",
N n=1 N n=1
I folge Lemma 2.4.2 blir
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|i %EQWMGM — i|x(:):N — 1)|
Nn:1 N' z-1
_ 1 ja(eN - 1)
TN |z —1
1 zf|la -1
TN Jz—1

N4 skal vi tilbake til e2™h = 4
1 lelx 1]
|7 2mh0n‘ —
Z a1 1\
1 ‘eszhGH(eszhe)N _ 1‘
N |e2mih _ 1]

I felge Lemma 2.6.1 blir
|7 Z 27rzh9n| < — 2
N |e2miht 1 (—1)|’
Siden |e2™% 11| er et konstant tall med hensyn til N, da

2
N‘ethg + (_1)|

—0

nar N — oo.

Sa i folge Weyl kriterium ma folgen ({nf}) hvor n =1,2,3,...

1.

Eksempel 3.1.14. Fglgen (1 — {7n}?) er ikke u.d.mod 1.

veere u.d.mod

Bevis. Vi skal bruke Weyl kriterium for & vise fglgen ikke er u.d.mod 1. Men

vi trenger en bestemt h for & vise

1 N
lim — Z e?wih(l—{ﬂn}Q) 40
n=1

N—oo

Har skal vi bruke h = 1 for & vise (3.15).

(3.15)

lim — Z e27rz (1— {ﬂn}2 — lim — Ze2ﬂz_ 7271'1'{71'71}2

N—oo N N—oo N

— lim — Z 1. —27ri{7rn}2'

N—oco N
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2
—2mix;, )

La z, = {mn} og f(zp) =€
Siden f er en kontinuerlig kompleks funksjon med periode 1, so fglger det av

Korollar 3.1.3 hvis (z,,) er u.d.mod 1, sa vil

N—oco N

N !
lim ,;f(mn)_/O f(z) dx.

Sa

1 N 2 2 1 27 2
lim — Z e~ 2mi{mn} :/ e ™ dx
N—oo N el 0

1
= / (cos 2mz?® — isin 2wx?) dz
0

1 1
= / cos 2ma® dx — i / sin 27rz? dx.
0 0

Na skal vi bruke grafer for & illustrere at fol cos 2rz? dx # 0 som er mer enn
nok for & si limy_,o0 % zﬁzl e~ 2mi{mn}? #0.
Vi skal bruke grafen til cos27mx og cos27z? nar x € [0,1) for & studere

Ji cos 2ma? da.

1.00 4

0.50 4

0.254

—0.25 4
—0.50 4
—0.75 4

—— cos(2#pi*x**2)
~1.00 4 cos(2*pi*x)

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figur 3.1: Grafen til cos 2z og cos 2m2?.

Vi vet at fol cos 2mx dr = 0. Det betyr at arealet over x-aksen og arealet under
x-aksen er lik. Og vi ser i Figure 3.1 at grafen til cos 2rx er symmetrisk. Men
grafen til cos 272 er ikke symmetrisk. Og det ser tydelig ut at arealet over x-

aksen er stgrre enn areaalet under x-aksen. S& kan vi si at fol cos 2mx? dx # 0.
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Som resultat
L EN: 2mih(1—{mn}?)
lim N 16 #0.

N—oo

S& i folge Weyl kriterium er fglgen (1 — {7n}?)) ikke u.d.mod 1. O

Na& skal vi vise at folgen (Inn),n = 1,2,3,... ikke er u.d.mod 1 ved hjelp av

Weyl kriterium. Vi skal bruke Euler summasjonsformel for & presentere
F(t) _ eZTrihlnt

som er enklere for & bruke Weyl kriterium. Det kan vaere nyttig a forklare
litt om grunnleggende prinsipp av Euler summasjon formula for en funksjon f
som er et positivt og strengt avtagende pa [1,00). Til slutt skal vi presentere

en kontinuerlig kompleks funksjon f ved hjelp av Euler summasjon formula.

Euler summasjon formula

La f veere en positiv og strengt avtagende funksjon pa [1, N|. Vi introduserer
en folge (dy) av tall som representerer summen av arealene til det skraverte
krumlinjende stykker over intervallet [1, N] som vi ser i figure 3.2. Det vil si

at vi definerer
N N
dy =3 f0) = [ f(@) do (3.16)
n=1 1

hvor N =2,3.4,....

—f——

!

LA
|
|

o

Figur 3.2: [Ap][s. 409]

Det er klart at

dyt1 > dn-.
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Og alle de skraverte delene kan forskyves til venstre for 4 okkupere en del av
rektengelet med hgyde f(1) over intervallet [0, 1] som vist i figure 3.2.
Det er ingen overlapping av de forkjgvede skraverte delene pa grunn av f er

strengt avtagende funksjon. Sammenligning av arealer gir oss ulikhetene slik
0<dy <dni1 < f(1).

Arealet til rektangelet med hgyde f(1) og bredde 1 er f(1).
Derfor er (dy) okende og er begrenset ovenfra ovenfor, sa (dy) har en endelig

grense

c(f) = lim dy.

N—o0
Vi referer til ¢(f) som den generaliserte Eulers konstant assosiert med funk-
sjonen f.
Geometrisk representerer ¢(f) summen av arealene av alle de krumlinjede
trekantede delene over intervallet [1,00). Disse bitene kan vaere forskyves til &
passe inn i rektangelet til arealet f(1) som vist i figure 3.2 uten overlappende.

Sa har vi ulikheten

0 <e(f) < f(Q1).

Dessuten ¢(f)—dy representerer summen av arealene til de trekantende delene
over intervallet [V, 00). Disse brikkene kan oversettes til venstre for & okkupere
en del av rektangelet med hgyde f(N) over intervallet [0, 1]. Ved & sammenligne

arealer finner vi
0<c(f)—dnv < f(N), N=1,2,3,... (3.17)
fra disse ulikhetene kan vi utlede en teorem som folger. [Ap][s. 409 - 411]

Teorem 3.1.15. Huis f er et positivt og strengt avtagende pa [1,00), er det
en positiv konstant c(f) < f(1) og folgen (E¢(N) med 0 < (E¢(N)) < f(N),
slik at

N N
f(n):/1 f(z) de+e(f) + Ef(N), N=1,2,3,... (3.18)

n=1
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Men vi skal bruke Euler summation formula, hvor F(¢) er en kontinuerlig
kompleks funksjon. Men vi vil gjerne bruke Euler summation formula nar f
er en kontinuerlig kompleks funksjon som nyttig i Weyl kriterium. Men det er
litt komplisert og ut av var tema for & forklare og bevise i detaljer her. Men

vi skal presentere som teorem nedenfor. [Apl[s. 411 - 414]

Teorem 3.1.16. La F(t) vere en kontinuerlig kompleks funksjon som er de-

rivert pa 1 <t < N hvor N € N sa
N N N
Z F(n)= /1 F(t) dt + %(F(l) + F(N)) +/1 ({t} — %)F’(t) dt. (3.19)

n=1

Eksempel 3.1.17. Fglgen (Inn),n =1,2,3,... er ikke u.d.mod 1.

Bevis. Vi vet fra Weyl kriterium at fglgen (z,),n = 1,2,3,... er u.d.mod 1

hvis og bare hvis

lim — Z ethmn —

Her skal vi bruke F(t) = ¢?™n* i Euler summation formula og vi skal dele

pa N for & vise at Inn ikke er u.d.mod 1.

=

2

(3.20)
Siden vi skal vise at Inn ikke er u.d.mod 1, skal vi bruke en bestemt h. Her
skal vi bruke h = 11 F(n) for & vise imn_,oc 7 SN e?ritlnn oL (). Da Euler’s

summasjon formula blir

1 (N,
lim — ZQQﬂ'Llnn — lim 7/ 627mlnt dt
1

N—oco N N—oo N
11 . .
li 2miln 1 2miln N (321)
+ N1—>oo N 2(6 te )
1 (N 1. 2m
li - 2milnt
+ Noeo N 1 ({t} 2) dt

Vi har tre ledd péa hgyre side likning (3.4.4). Vi skal starte med det andre
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leddet.

li 12 (,2milnl 2miln Ny = | 2| ,27i(0) 2miln N
Jim (T AN = L 20 g it
_ %’60_’_62wi1n1\7|
— $|1+627ri1nN|.

Vi vet at [e2™" V| = 1, fra trekant ulikheten vet vi

2miln N 27iln N
1+e | <1+]e

<1+1
<2
Sa
1.1 , ’ 1 ,
li 1 (,2miInl 2riln Ny — _ 1 2miln N
am gl e = gl e
1
< —2
- 2N
1
< —.
- N
Det betyr at
lim il(e%“nlJre?m’h”\’) < lim o~ = 0 (3.22)
N—oo N 2 ~ N-ooco N ’ '

Na& skal vi se pa det forste leddet

lim 1/N€27Ti1nt dtzl/N(elnt)27ri dt
N 1 N 1 ‘

N—o0
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Vi vet at et = ¢, sa

1 N2'lt 1 N Int\277
- 74 In dt:f/ nt\2mi
N/1 € N/ )

_ ! /N#m’ dt
-~/
1

t27ri+1
=N w1l
_ ¥ 1} = (N2mitl _ 2mitl)
T
1 .
T N(2mi+ 1)(N N1
1 .
T NErit 1) (V- (™)™ =1)
1 .
~ N(2mi+ 1)( e -1
B 627rz'1nN 1
C2mi+1 N(2mi+1)
_ 1 2riln N 1
~ i1 N
27miln N

Vi vet at limpy_ o0 % =0 men e varierer mellom 1 og —1. Det vil si

lim elenN -1 og Tim eQﬂ'zlnN = 1.
N—oo N—roo
2miln N

Det betyr at vi har ikke grense verdi til e pa grunn av

lim 627r7j InN 7& m 6271'1' InN
N—o0 N—roo
Sa
27iln N

lim e
N—o0

eksisterer ikke. Som resultat

LN orime
1' _ 7T 1N dt
Ngréo N /1 €
eksisterer ikke.

Na skal vi se pa det tredje leddet
1 (N 1
— t}— =)F'(t) dt.
v [ ds-5F
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Siden ({t} — 3) er alltid mellom —3 og %, kan vi si at

1 1
-] < =
- 51< 5

Na& skal vi se pa |F'(t)| der

Sa

21
t

. 211
|€27rzlntH%|

|F/(t)’ _ |627rilnt .

Na kan vi skrive
- prea< g [T e
N'J1 2 2N 1

1 Nor
[Ty
)

™
= N(lntﬁv)

s

N(lnN—lnl)

_ mIn N
N
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1 N 1., 7ln N
im — =z < i :
lim N/1 ({th = HF(0) de < Jim T

N—oo —00

Siden vi fikk limpy_,oo 7 In N = 00 og limy o, N = 00, kanvi bruke L’Hgpital’s

regel for & finne grense verdien.

. wlnN . %(WIDN) .
lim = lim &o——— = lim =
N—ooo N N—oo W(N) N—oo 1

Det betyr at

N
Jim le/l ({t}—%)F’(t) dt = 0.

N—oo

Siden bade det fgrste og det tredje leddet gar mot 0 nar N — oo og det midt-
erste leddet ikke har noen grense, sé eksisterer ikke grensen av % SN | ePriinn

Dermed, Inn er ikke u.d.mod 1. ]

3.2 Van der Corputs differanse teorem

Forst skal vi se pa Van der Corputs ulikhet og andre lemma som hjelpe oss

for & forsta Var der Corput’s differanse teorem [KN, s. 25 - 28]..

Lemma 3.2.1. La uy,us,...,un vere komplekse tall og u, = 0 for allen <0

ogn > N, og la H vere et heltall med 1 < H < N. Da er

N N+H-1H-1
HY un= Y > wp. (3.23)
n=1 =1 h=0

Bevis. Det forste leddet av Zf\:{Hfl ZhH;Ol uj_pernarl =1o0g h=H — 1.
Det er pd grunn av u;_p. S& den forste leddet er uy_(g_1) = u—_pg12. Og det
siste leddet er nar [ = N + H — 1 og h = 0. Det betyr at det siste leddet er

U(N4+H—-1)—0 = UN+H-1- Na skal vi se pd summen ZfiTHfl ZhH;Ol uj_p, ved &

skrive ut summen Zf\:{H_l wj—p, for hver h € {0,1,2,..., H — 1} slik:
nar h =0, STy, blir
N+H-1

Z Ul:ul+U2+"'+UN+UN+1+"'+UN+H_1
=1
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nar h =1, ZN+H Lw_p, blir
N+H-1
Y wai=ugtur+-+uy+unir+o+Uny 2
=1
nar h = H — 1, l]\;Jerfl uj—p, blir
N+H-1

Z Ul—(H-1) = U—H42 T U_Hg43 + -+ U + U2+ -+ UN.
=1

Siden u, = 0 for alle n < 0 og n > N, blir ALTH Yu_p, som folger for
h=0,1,2,...,H -1
nar h =10 ZN+H lul:u1+u2—|—---+u]v

ndr h =1, 2wy g =wyg +ug 4+ +uy

nar h=H —1 ZNJFHI W(g-1) =u1+uz+---+un.

Vi har H ganger av summen u; + ug + -+ + un. Sa

N+H-1H-1
Z Zulh— (w1 +ug + - +un)
I=1 h=0
=H Z Up,.
n=1
O
Lemma 3.2.2. La uy,us,...,uy vere komplekse tall og u, = 0 for allen <0

ogn > N, og la H vere et heltall med 1 < H < N. Da er
N+H-1 — H-1 N
Z Z Ul—pU]—g = Z (H — h) Z UnUp+h- (3.24)
h=1 n=1

=1 r,;s=0,s<r

Beuvis. Fgrst skal vi se pa alle mulige kombinasjon av r og s ved & variere r i

Zf\HH ! er 0,s<r W—rUi—s. Vi kan notere kombinasjon av r og s ved (r, s).

Nar r = 1 har vi 1 kombinasjon (1,0).
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Nér r = 2 har vi 2 kombinasjon (2,1) og (2,0).

Nar r = 3 har vi 3 kombinasjon (3,2),(3,1) og (3,0).
Ogsa videre
nar r = H — 1 har vi H — 1 kombinasjon
(H-1,H-2),(H—-1,H-3),...,(H—1,1) og (H — 1,0).

+H—-1<x~H-1

Men vi kan presentere Zl]\; 1 Uj_,Uj_s pa en annen mate ved a

r,s=0,s<r
la
n=Il—rogh=r—s.
Sa
l—s=n+hogu_,U_s = UpUpth-
Det betyr at vi kan finne alle mulige kombinasjon av r og s forh =1,2,3,..., H—
1.

Nar h =1 har vi H — 1 mulige kombinasjon

(1,0),(2,1),(3,2),...,(H—-2,H—3) og (H—1,H —2).

Nér h = 2 har vi H — 2 mulige kombinasjon

(2,0),(3,1),(4,2),...,(H—2,H—4) og (H—1,H — 3).

Nar h = 3 har vi H — 3 mulige kombinasjon

(3,0),(4,1),(5,2),...,(H—2,H—-5)og (H—1,H —4).

Nar h = H — 1 har vi 1 mulig kombinasjon (H — 1,0).

N4 skal vi se pa alle mulige kombinasjon for h = r — s = 1 av summen

N+H-1

> . (3.25)
=1

89



Nar (r,s) = (1,0), summen (3.25) blir

N+H-1

Z U—1U; = UoU1 +ULU2++ - - FUNQUN T UNUN+1+ -+ UNF H-2UN+H—1-
=1

Nar (r,s) = (2,1), summen (3.25) blir

N+H-1
Z U—2U—1 = U—1Up+UQUL+* + FUN-1UNFUNUN 41+ - FUN+H-3UN+H-2-
=1

Nér (r,s) = (H — 1, H — 2), summen (3.25) blir

N+H-1
Z Ul—(H-1)U—(H-2) = U—H+2U—H+3 T U—H43U—_H+44 + -+ UpU1 + U1U2 + - -~
=1

+UN_1UN + UNUN+1-

Men vi vet at u, = 0 for alle n <0 og n > N og alle kombinasjon av (r, s) for
h =1 har leddene

UIU2 + UU3 + - + UN_1UN

som er ikke null. Og vi vet at vi har H — 1 mulige kombinasjon av (r, s) for

h=1.S4 for h =1 har vi
N-1
(H — 1) . Z unﬂn+1-
n=1

Vi skal se pa alle mulige kombinasjon for A = 2 ved hjelp av summen (3.25)
som fglger:
Nar (r,s) = (2,0), summen (3.25) blir

N+H-1
Z Up—2U; = U—1U1F+UoU2+ -~ +UN2UNFUN-1UN+1 "+ UNLH-3UN+H-1-
=1

Nar (r,s) = (3,1), summen (3.25) blir

N+H-1
Z Up—3U—1 = U—2UpF+U—1U1+ - FUN_2UNFUN_1UN+1+" - FUN+H-4UN+H—2-
=1
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Nar (r,s) = (H — 1, H — 3), summen (3.25) blir

N+H-1

Z Ul—(H-1)U—(H-3) = U—H+2U—H+4 T U—{43U—H+45 + -+ UpU2 + U1U3 + - -+

=1

+ UN—2UN + UN—1UN+1 + UNUN+2-

Siden u, = 0 for alle n <0 og n > N, har vi

N—-2
— 2) . Z Unﬂn+2
n=1
for h = 2. Det er tilsvarende for h = H — 1, men vi har bare en kombinasjon

av r og s. Det er nar (r,s) = (H — 1,0). Sa summen (3.25) blir

N+H-1
Z Ul—(H-1)U = U—H+42U1 + U—F43U2 + - -+ UoUH -1 + WU + - -
=1

TUN—(H-1)UN + UN—H4+2UN41 + UNUN+H—1-

Det betyr at for h = H — 1 kan vi skrive slik

N+H-1 N—(H-1)
Z Ul (H—1)U = Z UnUp 4 (H—1)-
=1 n=1
Na& kan vi oppsumere for alle h slik
N-1 N—h
forh=1, (H-=1)Y tuplipi1=H=h)" > Unlipsn
n=1 n=1
N-2 N—h
forh=2, (H-2)- UnTUpto = (H — h) - Z UnUnth
n=1 n=1
N—(H-1)
forh=H—-1, 1- Z UnUp g (H-1) = (H —h) Z UnUpth-
n=1

N& kan vi summe alle h fra 1 til H — 1 som fglger

H-1 N
Z (H - h) Z UnUp+h-
h=1 n=1

Det betyr at

N+H-1 -

H-1 N
Z Z Wyl = > (H = D) > Ul
h=1 n=1

r,s=0,s<r
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Lemma 3.2.3. Van der Corputs ulikhet

La uy,us,...,un vere komplekse tall, og H veere et heltall med 1 < H < N.
Da

N
Hz\ZunF <HN+H-1) Z\un\Q
n=1

n=1

o Nen (3.26)
2AN+H-1)> (H=h)R > uplipsp
h=1 n=1

hvor Ru,, er den reelle delen av u,,.

Bevis. La uy, = 0 for alle n < 0 ogn > N. Sa i fglge Lemma 3.2.1 kan vi

skrive

N N
H?| ZU"|2 = |HZun|2
n=1 n=1
N+H 1H-1

> ZUZ nl”.
=1 h=0

Fra Cauchy Schwarz ulikhet, har vi

chvkl2 < Z Ju | Z |om

m=1

hvor ug,vr € C. Na skal vi bruke cauchy schwarz ulikhet ved a la up =

EhH:_Ol uj_p og U = 1. Det betyr at

N N+H—-1H-1
H2|Zun|2: Z Zul h|
n=1 =1 h=0
N+H-1 H-1 N+H-1
<

YooY wen? D1
=1 h=0 =1
N+H-1 H-1

:(N—‘rH—l Z ]Zulh|2

=1
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Vivet at |2]2=2-Zog . 2, = 3. Zn, hvor z € C. S&

N+H—-1 H-1

H2\Zun\2 (N+H-1) > IZUZ nl?

=1

N+H—-1 H-1
:(N+H_1 Z Zulr Zuls
=1 0
N+H-— 1;[ 1
:(N+H—1 Z Zulr Z’U,ls
=1 0
NJerlI-TIfl
:(N—l-H—l) Z Zul—rﬂl—s-

=1 r,5=0

Na kan vi dele er Oul,,ﬂl,s i tre deler ved & bruke nar r = s, s < r og

s>r.
N+H—-1 H-1
HQ‘ Zun|2 N+H— 1) Z Z Ul U] —s
=1 r,5=0
N+H-1
= (N+H— 1 Z Z Ul —pUj—s + Z Ul—rUl—s
=1 r=s=0 r,s=0,s>7r

H-1
+Y wTs).

r,s=0,s<r

Na& skal vi se pa 25;31:0 uj_,Uj_s ved & la r = s = h som fglger

H—-1 H-1
Z U—pUp—5 = Z Uj—pUl—p
r=s=0 h=0

H-1

= Z |ul_h|2.
h=0

Og vi skal se pa 70 w7 slik:

H-1 H-1

Z Ul—pUl—s = Z Up—pU—s

r,s=0,5>7r r,s=0,s>r

H-1

= Z Up—sU—p

r,s=0,r>s

H-1

= Z Uj—p U] —s-

r,s=0,s<r
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Sa

N+H1H1

H2|Zun’2 N+H_1 Z Z Up—pUp—s + Z Uj—rUj—s
s=0

=1 r= r,s=0,5>7r

H-1
+ Z ulfrﬂlfs)

r,s=0,s<r
N+H-1 H-1 H-1
= (N—i— H— 1) Z (Z |ul,h\2 + Z Ul—pUl—g
=1 h=0 r,s=0,s<r
H-1
+ Z Uy ] —s)
r,s=0,s<r

N+H-1 -

N+H—1H—1
=(N+H-1)( Y. > lwpP+2R > Z Uy Uy
=1 h=0

=1 r,s=0,s<r
Fra Lemma 3.2.1 vet vi at
N+H-1H-1

N
> ENWhF HY funl?,
=1 = n=1

Og fra Lemma 3.2.2 vet vi at

N+H-1 — H-1 N—h
Z Z U—p U] —g = Z (H - h) Z UpUp+h-
=1 rs=0,5<r h=1 n=1
Sa blir det
H-1 N—h
Hﬂ}jwﬁ (N +H —1)( HE:WM2+2%§:I¥ h) Z:%me)
h=1

O]

Teorem 3.2.4. Van der Corputs differanse teorem La (x,) vere en gitt folge
av reelle tall. Hvis for alle h € N folgen (xp1p—xn),n =1,2,3,..., er u.d.mod

1, sa er (x,) u.d.mod 1.

Bevis. La m € Z,m # 0. N4 skal vi bruke Lemma 3.2.3 med u,, = €27 og

dele den med H2N?2. Da far vi

N N
1 . H(N + H —1) |
W’ Z eQmmznP S H2N2 Z 27rzmxn|2
n=1 n=1
H-1 N—h
+ 2(N}—I|_2]‘F\I[2_ 1 Z H h R Z 627rzma:n . 727rimxn+h
h=1 n=1
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hvor Rz er den reelle delen av z € C.
Fordi hvis

Uy = 2™ = cos (2mima,) + i sin (2wimay,),
da

Uy, = cos (2mimay,) — isin (2wimay,)

= cos (—2mimaxy,) + i sin (—2mimay,)

_ e—27rimxn .

Vi vet at |627rimmn| — 1. Da er Zﬁ/:l ’627rim93n|2 — N.

Og ﬁ’ ZnNzl eZm’man — ’% 2712[:1 eZm’man. S5

1 X
’7 Z e27rzmzn‘2 S
N n=1

Vi vet at §RZN h g2mim(zn —Tp i p) < |Z7];]:_1h eQﬂim(f‘"—xwh)\ slik at

N + H HZ (N+H—1)(H—-h

N-h
) 2mim (T — Ty 4 p,
H2N2 R Z € ).
n=1

H-
Z 2miman ‘2 N+H Z N+H—1)(H_h)
H2N?

N—-h

’ 6271"Lm Tp— Zn+h)|
n=1

Det betyr at
N+H-1 _"E(N+H-1)(H-h)(N-h)
’7 Z 627rzma: |2 TN +9 Z FEITE
h=1
N (3.27)

. | Z eQm‘m(xn—xn+h) |

N—h =

Siden N —h — oo nar N — oo for en konstant h og folgen (z, — x,4yp) er

u.d.mod 1 for alle h > 1, sd vil

N—h
2mim(xn— ZTngh)
N . 2 e — 0
og
(N+H-D(H=-h)(N—=h) _ (+THH-n)(1 - F) L H -k
H2N? N H? H?
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Da blir det

S WH+H-)H-hN=-h 1 NZ

lim 2 2mim(zn —xn+h)| -0
22
N—o0 hel H*N n:l
og
N+H-1 1 1 1 1
lim ——— = 1i —_—— —.
Mgy A gty T EN) T '
Her vet vi ikke om lim y_.o ]% nNzl e?mmen |2 eksisterer eller ikke. Men vi vet
at
N+H U (N+H —1)(H - h)(N —h)
li _— 42
i ( -+ hzl H2N?
N—h
) 1 eQmm Tn=Tpth) |)) (3.28)
N h “—
n=1
1
- H

Sa i felge ulikheten (3.27) og likning (3.28) kan vi skrive

hm |7Z 27rzma:n‘2

N—o0

for alle H € N.

n

Siden H er uavhengig av |% SN e2mimen |2 o dette gjelder for alle H € N,

ma
lim Z 2TIMIy —
N—o0 N

Da ma (z,) veere u.d.mod 1. O

3.2.1 Van der Corputs triks

Na& skal vi se pa noen fglger som kan vi vise at de er u..d.mod 1 ved hjelp av

Van der Corputs differanse teorem.

Eksempel 3.2.5. La (z,,) = an,n =1,2,3,... hvor « er et irrasjonalt tall er

u.d.mod 1. Da er an®?,n =1,2,3,... u.d.mod 1.

Bevis. Vi skal bruke Van der Corputs differanse teorem for & vise at an?,n =
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1,2,3,... ud.mod 1.

Tpgh — Tn = a(n + h)? — an®
= a(n® + 2hn + h?) — an®

= a2hn + ah?.
La 8 = 2ha og v = 2h?.

Tpth — Tn = Bn+ 7.

Vet vi at 8 er irrasjonal tall. Da ma gn veere u.d.mod. 1. Og i fglge Lemma
1.1.2 er (Bn+ ) er u.d.mod 1.
S4 i folge Van der Corputs differanse teorem méa folgen an?,n = 1,2,3,...

veere u.d.mod 1. ]

3.2.2 Weyls teorem for polynomer

Na& skal vi se pa folger som er polynomer med irrasjonall ledende koeffisient.
Vi skal bruke Van der Corputs differanse teorem for a vise at de er u.d.mod
1.

Det er en spesifikk tilfelle fra det som H. Weyl beviste i begynnelsen av 1900-

tallet at det for ethvert reelt polynom [W]

p(z) = apa® + - + a1z + ag

hvor minst én koeffisient a;,7 > 1 er irrasjonal, er folgen (p(n)),n = 1,2, ...

uniform fordelt mod 1.

Teorem 3.2.6. La p(z) = ™ + am_12 Y + ... + ag, vere et polynom
med reelle koeffisienter og la oy, vere irrasjonell. Da er folgen (p(n)) u.d.mod

1.

Bevis. Vi skal bruke induksjonsbevis.

Form =1,
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p(z) = ax + ap

hvor « er irrasjonall.
I folge Lemma 1.1.2 vet vi at folgen (an + ap) er u.d.mod 1. Sa, det er sant
for m = 1.

Vi antar at (p(n)) u.d.mod 1 for m = M. Det vil si
(p(n)) = (OéMnM + OéM_ln(M_l) + -+ ag)

hvor s er irrasjonell, er u.d.mod 1.

Na skal vi vise at for m = M + 1,
(p(n)) = (aM+1n(M+1) + aMnM 4+t 040)

hvor a1 er irrasjonell, er u.d.mod 1.
Vi skal bruke Van der Corputs differensteorem hvor z, = onHa:(M“) +
a4+ -+ ap. Sa

Tnph — Tn = aars1(z + )M L ay (@ + )M + -+ ag (3.29)

- onHa:(M“) +ayrM 4+ -+ ag.
I folge Lemma 2.6.2 vet vi at z,41p — xp er et polynom med grad M med
ledende koeffisient apr41(M 4 1)h som er irrasjonall. Sé i folge var induksjons
antakelse for m = M, vet vi at folgen (3.29) er u.d.mod 1.
I folge Van der Corputs differensteorem ma folgen (z,) = (« M+1J:(M ) 4
ayr™ 4+ -+ ap) veere u.d.mod 1. Det er som vi skulle vise for m = M + 1.

O

3.3 Fejers Teorem

Som en annen konsekvens av Weyl-kriterium far vi et teorem som vil gi mange

flere eksempler pa folger som er u.d.mod 1 [KN, s. 13 - 15].
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Teorem 3.3.1. Fejers Teorem La f(x) vere en funksjon definert for x > 1
som er differensierbar for x > x,. Hvis f'(x) gdr monotont til 0 nar x — oo
09

. / .
Jim_z|f(z)] = oo

sa er folgen (f(n)),n=1,2,3,..., u .d.mod 1.

3.3.1 Fejers fglger

Her i seden for & bevise teoremen, skal vi se pa noen fglger som kan vise at de

er u.d.mod 1 ved hjelp av Fejers teorem.

Eksempel 3.3.2. Folgen (z,) = (an’In"n),n =1,2,3,... hvor a # 0, 0 <

o < 1 og vilkarlig 7 er u.d.mod 1.

Bevis. Vi skal bruke Fejers Teorem for a vise (z,,) = an?In” n er u.d.mod 1.
LaaeR,a>0o0gla

f(z) =az’In" x.

Da vet vi at i fglge Korollar 3.1.7 hvis folgen (ax,) er u.d.mod 1, da ma fplgen

(—auy,) veere u.d.mod 1. Vi skal starte med

In" !z

fl(x)=az 7 + oz 11In" z)

x
=a(z” " x)(é + o)
og
2 f'(x)| = zlox” " In" @) (- + o)
Inz

-
= 7 In" e .
|az? In x)(lnx—i-a)]

Na kan vi finne

. / 1 o—171..7T L
xlg]gof (x) = Jim a(z? In x)(lnx

+0).
Vi vet at limg o0 (5 + o) = 0. Og vi vet at
lim — =0.

T—00

99



Na antar vi

k
lim 2T
T—00
er sant. Da
o Inftly (k+ 1)m
lim = lim L
T—00 x T—00 1
1 k
= (k+1) lim —
r—oo
=0.
Det betyr at
. / T o—11..7 L —
Ih_}ng@f (x) = Jim. a(z? " In x)(lna; +0)=0 (3.30)
for alle ¢ < 1. Og
f"(z) =al(c — 1)z ?In" z + x”ilTln(Til) $)(L +0) 4+ a(z? In" z)( il
o x Inx rln’x
1 T T
o—21..T
= | -1 — ) (— .
ar n" (o )+lnaz)<lnaj ) lnzx)
Nar z — oo,
-

-
— +0)— — (0 —1)o

Inz ) In? z ( )

som er negativt nar 0 < o < 1. Da kan vi si at f/(x) gar monotont til 0 nar

x— o0 hvisoer 0 <o <1.Og

. / T TInT (- _
xh_)rgox\f ()| = Jim. |ax? In m)(lnx +0)] =00 (3.31)

for alle o > 0.
Da, i folge Fejers Teorem og likning (3.30) og (3.31) mé o veere 0 < o < 1 slik

at (x,) =an’In"n,n=1,2,3,... skal veere u.d.mod 1. ]

Eksempel 3.3.3. Folgen (z,) = (aln"n),n=1,2,3,... hvor a #0 og 7 > 1

er u.d.mod 1.

Beuis. Vi skal bruke Fejers Teorem for a vise (z,,) = (aln” n) er u.d.mod 1.
LaaeR,a>0o0gla

f(z) =aln” 2.
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Da vet vi at i fglge Korollar 3.1.7 hvis folgen («x;,) er u.d.mod 1, da ma folgen

(—auwy) veere u.d.mod 1. Vi skal starte med

In" !z
/ —
f(z) = ar—
og
1 T—1
2| f'(@)] = a|ar —2|
= |arIn™ ! z|.

N4& skal vi se pa grensene til f/(z) og x| f'(x)|

1 7—1 1 7—1
lim f(z) = lim ar N [ (3.32)
T—00 T—00 T T—00 T
for alle 7 € R. Og
AT e O P C ot )
f//(l’):a'T(T ) L x; -
(=) 2z — I g
= -7 $2
™ Yag (r—1)r
TR ( Inz 7)-
Vi vet at nar z — oo, % — 7 — —7. Da ma 7 vaere positivt slik at f/(z)
skal g& monotont til 0 nar x — oo. Og
Jim z|f (z)| = Jim larIn™ ' 2| = 00 (3.33)

for alle 7 > 1. Da, i folge Fejer’s Theorem og likning (3.32) og (3.33) ma 7

veere 7 > 1 slik at (x,) = aln"n,n =1,2,3,... skal veere u.d.mod 1. O

Eksempel 3.3.4. Fglgen (x,) = (anln™n),n = 1,2,3,... hvor a # 0 og

7 < 0 er udmod 1.

Beuvis. Vi skal bruke Fejers Teorem for & vise (z,,) = (anln” n) er u.d.mod 1.

LaaeR,a>0o0gla

f(z) =axIn” 2.
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Vi vet at i folge Korollar 3.1.7 hvis folgen (ax,) er u.d.mod 1, da ma folgen
(—auwy) veere u.d.mod 1. Vi skal starte med

In" 1)

x

f'(z) =a(n™ z+ a7

-
=aln"z(l14+ —
aln x(+lnm)

0g

'(2)] = zlaln” 2(1 + —)|.
ol (@) = alatn”2(1 + )

N4& skal vi se pa grensene til f'(z) og x| f'(z)|

o Fe) = lim aloa(l 4
wh_)rglof(a;)—xggloaln x(l—l—lnx).

Vi vet at limg o0 (1 4 =) = 1. Og vi vet at limg o0 Inz = 0. for alle 7 < 0.

Det betyr at

lim f/(z) = lim aln”2(1 + —— 34
Jim /(@) = Jim aln”2(1+ ) (3.34)
for alle 7 < 0. Og
In(™Y T In~2z
1! _ . - o T _
f"x)y=a-7 - (1+1nx)+aln x(—7 " )
(™1 o T 1
—r— (1 =
aT x (+lnm lnm)
In(™Y T—1
— - 1
aT T 1+ Inz )
In(m=1) -1
_ LU(T+T(T ))
x Inx

T7(1-1)

Inz

Vi vet at nar x — oo, 7 + — 7. Da ma 7 veere negativt slik at f/(z)

skal gd monotont til 0 nidr x — oco. Og

lim z|f'(z)| = lim zlaln” z(1 + L)\ = 00 (3.35)
T—00

T—r00 Inx
for alle 7 € R.
Det betyr at i folge Fejer’'s Theorem og likning 3.34) og (3.35) ma det vaere

7 < 0slik at (z,) = (aln" n),n =1,2,3,... skal veere u.d.mod 1. O

N4 skal vi utvide Fejers teorem ved hjelp av Van der Corputs differensteorem

som fgrer til mange interessante nye folger som er u.d.mod 1.
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3.4 Utvidet Fejers teorem

Teorem 3.4.1. La k vere et positivt heltall, og la f(x) vere en funksjon
definert for x > 1, som er k ganger differensierbar for x > xo. Hvis f*(z)
gdr monotont til 0 ndr x — oo og hvis lim,_o | f*) (x)| = 00, sd er folgen

(f(n)),n=1,2,3,..., wd.mod 1 [KN, s. 28 - 31].

Bewvis. Viskal bruke induksjonsbevis ved & vise at det er sant for k& = 1 deretter
skal vi anta at det er sant for k = K. Til slutt skal vi vise at det er sant for
k=K+1.
nar k =1,

vi vet fra Fejers teorem at hvis f/(z) gar monotont til 0 nar x — oo og

. / _
Jim x| f(z)| = oo,

da (f(n)) er u.d.mod 1.

Vi antar at det er sant for £ = K. Det vil si at hvis

lim f&(z) =0

T—00

og

. K .
Jim 2| f% (2)] = oo,

da (f(n)) er u.d.mod 1.
N& skal vi vise at det er sant for £k = K + 1 som fglger.
La f veere en funksjon som tilfredsstiller folgende: f(*)(x) gar monotont til 0

Nar r — 0o 0g

: K+1 _
Jim 2[5 (2)] = oc.

Og la
gn(@) = f(z +h) — f(z)
hvor h er et positivt heltall for z > 1. Sa
g (@) =[5z +h) = [ (x)
for x > xg.
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N4 skal vi bruke middelverdisetningen som er

h(z + h) — h(z)

. — 1(2)

for et punkt z < z < z + h.

Sa kan vi skrive

gi () = [ (2 +h) — [ (2)

— th—H(Zm)

for et punkt z < z, < x + h.

I folge var antagelse

: K _ 1 K+1
238, 9n () =l hFTT (za)

=0.
Og

- K(N_ 1 _ K+1
Jim_ gy, () = Zignoo(x 2y + 2g)h T (22)

— 1 K+1 T _ K+1
= Zil_r)noo 2oh 2T (22) lel)noo(zx )hf™ T (2g)
=00—-0

= OO

pa grunn av z; —x < h og lim,_ . f511(2,) = 0. I fglge induksjons antagelse
er (gn(n)) u.d.mod 1. Det betyr at for alle h € N (gn(n)) = (f(n+h)—f(n)) er
u.d.mod 1. Sa i folge Van der Corputs differensteorem ma (f(n)) veere u.d.mod
1.

N& vet vi at det er sant for k = K +1. Det vil si at hvis f*+1)(z) gar monotont
til 0 nar = — oo og

. K+1 —
Jim [ f7 ()] = oo,

da (f(n)) er u.d.mod 1. O

Eksempel 3.4.2. La a # 0 og ¢ > 0 med o ikke heltall. Da er fglgen
(an?),n =1,2,3,..., u.d.mod 1.
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Bevis. Laa e R,a> 0,0 >0 ogla

flx) = ax’.

Vi vet at i folge Korollar 3.1.7 hvis folgen (ax,) er u.d.mod 1, da ma folgen
(—awy) veere u.d.mod 1. Vi skal starte med & la ¢ = kK + m, hvor k er den

storste heltallen som er mindre enn ¢ og m er desimaldelen av o. Det betyr at

f(@) = az® = azF+m),

Sa
7'(@) = alk +mn(=1+m)

f//(x) =alk+m)(k—1+ m)n(k—2+m)

*(z) = ca™
hvor c = (k+m)(k—1+m)(k—1+m)---(1+m). Sa

karl(:E) =c- mx(mfl)'

Na vet vi at
. k+1 1 . (m—1) _
:Elglgof (x) = zlgngoc mx =0
0g
(z) = c-m(m —1)zm=2

som er negativt. Da kan vi si at f*+1)(z) gar monotont til 0 nar z — oo. Og

: k+1 1 . my _
zh_}r]goa:\f ()] —mh_>r£10|c mz™| = oo.

Sa i folge Teorem 3.4.1 er folgen (x,) = (an?),n =1,2,3,... u.dmod 1. O

Eksempel 3.4.3. La a # 0, 0 > 0 med o ikke heltall og la 7 veere vilkarlig.

Sa er fglgen (an?In"n),n =2,3,..., u.d.mod 1.
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Beuvis. Vi skal bruke Teorem 3.4.1. Laa € R,a> 0,0 >0 ogla
f(z) =az’In" z.

Vi vet at i folge Korollar 3.1.7 hvis folgen (ax,) er u.d.mod 1, da ma folgen
(—axy,) vere u.d.mod 1. Vi skal starte med & la o = k + m, hvor k er den

storste heltallen som er mindre enn ¢ og m er desimaldelen av ¢. Det betyr at

f(@) = az®In" z = az®*+™ In" 2.

Sa
ln(T—l) T
() = a(k +m)z* ™ " 2 4+ azFm 7
T
= afk + m)a T 7 4 T
£'(@) = alk+m)(k = 14+ m)al = (In7 & 4+ - )
In" — 1) In™2
+a(k + m)zk-t+m T (r—1) "y
x k+m x
— aflk -+ m)(k — 1+ m)al ) (a7
1 1 —
+ 7( + )ln('rfl) T+ T(r—1) In(m—2) 2).

E+m k—14m (k+m)(k—14m)

FFa)=ce™n"z+a " Vz+am™ D g+ 4a,In"F g)

0g

FED@) =comz™ VI 24+ e T Vr 4+ a;InT Pz + -+ apyq InTEHD) )

hvor ¢ = a(k + m)(k—=1+m)(k =24+ m)--- (1 +m) og ay,az,...,ar+1 € R.
Fra Eksempel 3.3.2 vet vi at

lim ¢-mz™ YIn™ 2 =0
Tr—r0oQ0

0g

lim z|c-maz™ VD In™ z| = cc.
T—00
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Sa

Jim FE () = lim c- ma™ D(n"z + a1 In" Dz + apIn &

= lim c-mz™ YIn"z 4 lim ¢-m-apz™ VIV g
T—00 T—00

4+ .o+ limec-m- ak+1x(m_1) In(T—(E+1) .
T—00

=0.

Og

(r—1)
fE (@) =c-mim -1z DIz +c- mx(mfl)Tiln v
x

=c-mz™ DI z((m—1) + %)
nx

Vi vet at nar  — oo (m — 1) + 7= — m — 1 som er negativt. Da kan vi si at
f%+1(z) gar monotont til 0 ndr z — oo. Og

JLI"& x|f(k+1)(x)| - ;phi%ox'C . ml'(m_l)(lnTx ta TG as 2 4

+ oo appq InTEED) 2y

a a a
= imc-mxmlnTx\1+—1+TQ+...+ k’f |
T—00 Inx In“z In® x
=oc0-1
= o0.

Sé i folge Teorem 3.4.1 er folgen (x,) = (an’In"n),n = 2,3,... u.d.mod
1. O

Eksempel 3.4.4. La k veaere et positivt heltall, la o # 0 og 7 < 0. Sa er folgen

(anfIn"n),n =2,3,..., u.d.mod 1.

Beuvis. Vi skal bruke Teorem 3.4.1.
La a € R,oglaf(x) = azfIn™ z. Vi vet at i folge Korollar 3.1.7 hvis fglgen

(axy,) er u.d.mod 1, da ma folgen (—ax,) veere u.d.mod 1. Vi skal starte med
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(r-1)
(@) = a- kDT o 4+ azhr 2
Xz

(@) = a-k(k—1)z* 2 (In" 2 + iln(ffl) 7)

m Yz r(r—-1)m 2y

+ - k:B(k_l)(T

)

x k x
=a-k(k—1)z*2(n"z + T(% + ﬁ) ™Y+ ;E;:B In("=2 )

fk($) = cxF=P (In" z + a; M Va4 am Dzt 4 apn™H z)

= C(lnT T+ ay ln(T—l) T+ as 1n(7'—2) T+ +ag ln(T—k:) {L‘)

hvor c=a-k(k—1)(k—2)----10g aj.az,...,a; € R.
Siden 7 < 0, vet vi at

lim In"z=0
T—r00

0g
lim zln” 2 = co.
Tr—00
Sa
lim f*(z) = lim e(n”z+a; TV a+ a2z 44 ap T g)
T—00 T—00

= lim cln"z+ lim c-a; I Pz
T—00 T—00

4+ .-+ lim C'akln(T_k)x
Z—00

=0.
Og

fk+1(l’) = C(T In" z 4+ a; (T - 1) ]n(T*I) x + CLQ(T — 2) ln(772) T+ + ak(T _ k) ]-n(Tfk) x)

ay(r —1 az(T — 2 ap(t — k
1( )+ 2( )++M)

Inz In? 2 I =

=cIn Y a(r +
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ai(t—1)
Inz

az(T—2) ap(T—k)

Vi vet at 7+ s +---+W%Tsomernegativtnérx%oo.

Da kan vi si at f¥(x) gar monotont til 0 nar z — co. Og

i A7) = i e+ s D+ a1+ D)
= lim cxln7x|1+£+ a22 e Ak |
z—00 Inx In“x

In® z
= ool +0+0+-- 40|

= OQ.

Sé i folge Teorem 3.4.1 er folgen (2,) = (anfIn"n),n = 2,3,... er u.d.mod

1. O

Eksempel 3.4.5. La k og a veere som Eksempel 3.4.4 og 7 > 1. Sa er fglgen

(anFIn"n),n =2,3,..., u.d.mod 1.
Bewvis. Fra Eksempel 3.4.4 vet vi at
Fr)=cn”z+ar " Vo + a2z 4. 4 a, IR ).

Men siden 7 > 1, vet vi at

lim In" z = 00
T—00

0g
lim % o,
r—00
Sa
n™—b n(™—2) In(7—(k+1))
FEG) = cr T g - (k)T
x x x
In(™1V In(™2)
=cT—+c-a1- (71— 1)——
X X

In(T—(k+1))
++Cak(7-_k u

x
Na kan vi skrive
In(™—1) In(™=2 g
im FfED () = | e T deiar - (T —
Jim f () = xlgglo(c T— —tca (r—1) .
In(m—(-=1)
+ +c~ak~(7—k)n . x)
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Og

m Yy 71 m Yy 72 1

f(k+2)(x):c7' ( —1)+c-a(r—1) (

22

Ve 7 —(k+1) 1
e

a2 Inx

)

n(™ g T — —a T—=2)(ai(tr—1)—a
:Cl 3321 (7T+( 1l)n(:1n 2 +( = 11(1256 peel
T—k)ap(t —(E+1

Vi vet at —7 + C=D0=a)  (=2(aa(r=D—az) | , =Kap(r—(k+1) _, __

Inz ln2aj ln(k’+1) T

som er negativt nar £ — oo. Da kan vi si at f*+1)(z) gar monotont til 0 nar

x — o0o. Og
(t—-1) 1 (1—-2)
lim z|f*(2)] = lim x]c-Tu +c-ar-(7—1 SN
T—00 T—00 T T
In(T—(k=1))
(r—1 Ar—k
leif%olcln(”)<7+%+“'+%!

= Q.

N& kan vi si at fglgen (an®In"n),n = 2,3,..., hvor k er et positivt heltall, og

a # 0 er u.d.mod 1 for alle 7 < 0 og 7 > 1. O
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